Vedlegg C:

Lesningsforsiag

Kapittel 2

21 a)x=2,y=3 bx=2,y=0 ox=1,y=5 dx=2,y=-3
e) Ingen lgsning. f) Flere lgsninger: x =4 +2¢,y =1¢

22 x;=T,x =6x3=-1 bx=2,x=1x3=-1
C)X1=2,XQ=—3,X3=1

23 a)2p+q+r=0 b)-5p+49q+r=0

24 a)x =—14+t,y=2+2t,z=1t b)Ingen lgsning.
O)x=-7-3t,y=184Tt,z =t
Dx;=1—-Tt,xp=16t,x3=2—-3Tt, x4 =1t

2.5 a) Entydig lgsning nér v # 0. b) Ingen Igsninger nar v = 0 og w # 2.

¢) Flere Igsningernarv = 0, w = 2. d) x = %, y=-1,z=-1
e)x=1—-t,y=—-1+t,z=t

2.6 a) Entydig lgsning nar p ¢ {—1, 1}. b) Ingen Igsning nar p = —1. c¢) Flere
lgsningernar p =1. d)x=0,y=—-1,z=2 e)x=2—-t,y=1—t,z=t
28 La a;; vaere den ledende koeffisienten i rad i, og anta at det er noen ikke-null

koeffisienter a;,; over den, dvs med 1 < i < i. For hver slik &, subtraher Ghi ganger

rad i frarad A. !

Kapittel 3
3.1
A+ B A—B 3A —2B
a) @,-1) (-1,-1) 21, =7 (=20, 0)
b) (1,0) 3,-2) (14, =7 (5,-5)

01,5 -1 @1,-7) (7,21,-28) (5,—10,—15)
d| (1,0,6) (3,-2,4) (14,-7,35) (5,—5,-5)
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32 a)A=@3,-1),B=(4,0)

2B B
A-B A AL B
34
bA=Q2,-1),B=(-1,1
B
* 1A+B
A.
« A-B
—2B .
34
33 A=(—1,2),B=(2,1)
.~ A+3B
"A+2B
A [""A+B
"A—2B
A—3B

3.4
A-A A-B B-B

|l 10 12 16
b | 5 -3 2
ol 26 -7 14
d| 30 2 3

3.5 a) Perpendikulere: (7, 2,1) - (2, —7,0) = 0 b) Perpendikulere: (1, —1, 1) -
(2,3,1) =0 c¢) Ikke perpendikulare: (1, —1,1) - (2,1,5) = 6 d) Ikke perpen-
dikulere: (—5,2,7)- (3, —1,2) = -3
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3

3.6
B-A A-B
—— | E—
A-A B-B
a) | 3.-D 3.0
b| -32-D  —3C-LD
©) | =% (1,3, —4) —3(-1,2,3)
d| £2-1,5 3111

3.7 La A = (ay, az, a3). Ved bruk av den pytagoreiske formelen finner vi at punktet

rett under eller over A har distansen

/2 2
ay +a;

til origo, og ved samme formel finner vi distansen fra origo til A:

2
\/<,/af+a§> +a3 =,/aj + a3 + a3 = |A|

38 [A+B>=(A+B)-(A+B)=A>24+2A-B+ B> = A2+ B2 = |A|> 4+ |B|?

sdsant A- B = 0.

39 Velg A; ogbetrakt0 = A; - O = A; - (c1A1+ -+ chAp) = ciAiz. Men siden

A; ikke er O, md c; vere null.

310 Vi har cosf = 4E_ der 0 er vinkelen mellom to sider A, B i trekanten,

|AllB]
betraktet som lokaliserte vektorer.

a) {(2,-2,5),(—1,2,1),(3, 1, 1}
1A= (=1,2,1) = (2, =2,5) = (=3, 4, —4),
B=G,1,1)—-(2,-2,5=(,3,-4)
— 2 A
COSGl = m ~ (0.765705
2' A= (25 _25 5) - (_17 25 1) = (37 _47 4)9
B=@G,1,)-(-1,2,1) =4, -1,0)
_ 16 ~
cos 6, = AN 0.606043
3. A= (21 _21 5) - (31 17 1) = (_17 _39 4),
B=(-1,2,1)-G,1,1)=(-4,1,0)
— 1 ~
Ccos 03 = W ~ (0.0475651
b) {(37 _47 _4)’ (25 _17 1)7 (17 _37 _5)}
1.LA=Q2-1,) -G, -4 -4 =(-13,5),
B = (17 _37 _5) - (3v _47 _4) = (_27 la _1)

cos 01 :ﬁgzo
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2. A=@3,—4,-4) —(2,—-1,1) = (1, =3, —5),
B=(,-3,-5—@2,—1,1)= (=1, -2, —6)
cost, = %ﬁ ~ (0.923936

3. A= (3, —4,—4) — (1, -3,-5) = (2, -1, 1),
B=(2,—-1,1)—(,=3,-5) =(1,2,6)
cos By = ﬁﬂ ~ 0.382546

311 A=(1,1),B=(1,0),C=(0,1)

312 (A+cB) - (A+cB) = A>+?B>> A-AnairA-B=0,s8|A+cB| =
JAFcB)-(A+cB) > VA -A=|A|

3.13 Vihar |A + ¢B| > |A| hvis og bare hvis (A + c¢B) - (A+c¢B) > A - A, eller
ekvivalent A- A +2cA-B+c*B-B > A - A, som forenkles til

2cA-B+c*B-B>0

A-B o

Men dette polynomet i ¢ er negativt i det apne intervallet mellom 0 og —24-8 s

BB
med mindre A - B = 0 kan ulikheten ikke tilfredsstilles for alle c.

3.14 En linje gjennom to punkter A og B har parametrisk ligning A 4+ ¢(B — A):
(=1, -1, D+1(=1,57) b3, -4, D+1(=4,9, 1) o, 1,-1)+1(=3,0,4)

3.15 En linje gjennom P og perpendikuler til Q har ligning (X — P) - Q =0:
a) ((x,y) —(3,2)) - (—5,4) =0eller5x —4y =7
b) ((x,y) — (=5,3))-(1,—=1) =0ellerx —y = —8

3.16 Hvis a = 0O eller b = 0 er setningen opplagt sann. Anta derfor at bade a og b
er forskjellige fra null: Linjen passerer gjennom punktene (0, —£) og (—<,0), sd la

oss sjekke: (a,b) - ((0, —%) — (=£,0)) = (@, b) - (£, —§) =c—c=0.

3.17 To linjer ax + by = ¢ og dx + ey = f er ortogonale ngyaktig nar deres
normalvektorer (a, b) og (d, e) er ortogonale, dvs (a, b) - (d, e) = O:

a) 5x + 3y =7 og 3x — 5y = 1 er ortogonale

b) 2x + y =2 og 3x — 5y = 1 er ikke ortogonale

¢)2x +7y =1 ogx —y =5 er ikke ortogonale

d) —x +y=2o0gx +y =9 erortogonale

318 N-(X—-P)=0:

a)(—1,3,6)- (x,y,2) — (2,3,7)) =0eller —x + 3y + 6z = 49
b)(1,—-1,3) - ((x,y,2) — 4,2, —1)) =0ellerx —y+3z=—1
c)(—3,-2,4)-((x,y,2) —(2,3,-5)) =0eller =3x — 2y +4z = 32

3.19 En normalvektor kan beregnes som N = (A — B) x (C — B) i hvert tilfelle.
Derfra kan metoden fra forrige gvelse anvendes:
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a) N = ((2,2,3) — (—4,—-1,1) x ((—=2,3,—-1) — (=4, —1,1)) = (6,3,2) x
(2,4, —2) = (—14, 16, 18). Ligning: —14x+16y+18z = 58eller —7x+8y+9z =
29.

bN=(4,1,-D—-2,1,1)x(3,-1,D—-2,1,1)) = (2,0, -2)x(1,-2,0) =
(—4, -2, —4). Ligning: —4x — 2y —4z = —14eller2x +y+2z =17.

N =1(1,2,-1)—(=5-1,2)) x ((3,-1,2) = (=5, -1,2)) = (6,3, =3) x
(8,0,0) = (0, —24, —24). Ligning: —24y — 24z = —24ellery+z = 1.

3.20 Kryssproduktet er greit a bruke her. a) (—1, —5,7) b) (3, =9, —5)

321 a)(x,y,zow)=(1,2,3,4)+r(1, 1,1, 1) = (1 +1,2+t,3+1,4+1)
D) VE—=32+C—1D2+ @+ D2+t +3)2=2V12+5

¢) Nermestfort =0: R=P = (1,2, 3,4).
d)(Q@—-R)-A=@3,1,-1,-3)-(1,1,1,1) =0

e)|0—R =3, 1,-1,-3)-(3, 1, -1, =3) = /20 = 2+/5

3.22 Lgsning av ligningssystemet pa parametrisk form avslgrer i hvert tilfelle en
vektor som er parallell med snittlinjen:

a) Lgsning: (x, y,2) = (2, £,0) +¢(—2, 1, 1). Parallell vektor: (-2, 1, 1).
b) Lgsning: (x, y,2) = (1,0,0) 4+ (=1, =L, 1). Parallell vektor: (-4, -1, 1).

3.23 Vinkelen mellom to plan er lik vinkelen mellom deres normalvektorer:

Ni - N,
a) Ny = (=1, —1,1), Ny = (2, 1, 1), co8 0 = ———— = —0.471405
IN1| N2
b) Ny = (2,3, 1), N, = (1, —1, 1), cos @ N1 - Nz 0.308607
1=@Q,3,-1),N,=(1,-1,1),co080 = ———— = —0.
IN1| N2
Ni - N
Ny =(=1,3,1), N, = (1,2, 1), cos § = ————— = 0.492366
IN1| [N2|
d) Ny =(1,—1,—1), N, = (1, 1, 1), cos 6 M - N2 !
1= sy — 4y T 1) 2 = , 1, , COS = e =
IN1| [N2| 3

324 10
325 a) 12 = (-2,12,-5) b) &L =(-3,9,-3) o L2 =(-1,15 -7

326 a) (—1,—1,1) x (=2,4,8) = (=12, 6, —6)
b) (3, —4, 1) x (=1,5,2) = (=13, =7, 11)
O, 1,—1) x (=2,1,3) = (4, —1,3)

3.27 a)EleQ:Eg b)EgXE3=E1 C)E3XE1=E2
d)Elx(Eleg)Z—Ez e)(EIXEl)XEZZ@
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Kapittel 4

4.1 Produktet av to ikke-null rasjonaltall er et ikke-null rasjonaltall, multiplikasjon

er assosiativt, g - 1 = ¢, inversoperasjonen é gir et ikke-null rasjonaltall safremt ¢

erdet, g - ql = 1, og multiplikasjon er kommutativt, sa dette er en abelsk gruppe.

4.2 Summen av to partall er et partall, addisjon er assosiativt,a +0 = a,a —a = 0,
og addisjon er kommutativt, sa dette er en abelsk gruppe.

4.3 De naturlige tallene N danner ikke en gruppe under addisjon. De er lukket under
addisjon, og addisjon er assosiativt, men det finnes hverken noe additivt identitets-
element eller en passende inversoperasjon som oppfyller gruppeaksiomene. Identi-
tetselementet e matte i sa fall tilfredsstille

et+e=e,

men det er ikke tilfelle for noe naturlig tall e.

4.4 a) Tillukning er opplagt, 1 er identiteten, hvert element er sin egen invers, og
multiplikasjon er assosiativt.

b) Dette er den sykliske gruppen generert av {—1} under multiplikasjon.

c) Det er ngyaktig to permutasjoner pa {1, 2}; identitetspermutasjonen ¢ og permu-
tasjonen som bytter om 1 og 2, som vi kan kalle x. Avbildningen

-1+ x

I~
er bijektiv og er en gruppehomomorfi, sé de to gruppene er isomorfe.

h((=1)-(=D)= h(1) =1 =xox=h(=1)oh(=1)
h((=1)-1) =h(=1)=x= xov= h(=1)oh(l)
h(1-(=1) =h(=)=x=tox = h(1)oh(=1)
h1-1) = h(l) =t = 1ot = h(l)oh(l)

45 {a,b} ={1,3}
4.6 G er lukket under multiplikasjon fordi

(a+bv2)-(c+dv2) = ac+2bd + (ad + bc)V2,
multiplikasjon er assosiativt, vi har

(a—i—bﬁ)-l:a—i—bﬁ
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og
1 a—by2 a b NG

atb/2 A2—202 A2-202 a2—2m2" "

(Merk at a® # 2b? for a, b € Q.) Dessuten er multiplikasjon kommutativt, sa dette
er en abelsk gruppe.

4.7 Tillukning og assosiativitet er opplagt, identitetsavbildningen x — x er bijektiv,
og enhver bijektiv avbildning har en invers avbildning. Gruppen er ikke ngdvendigvis
abelsk, jf for eksempel rotasjon av planet fulgt av translasjon, sammenlignet med
vice versa.

4.8 1lys av teorem 4.31 finnes det en permutasjon
p:{l,....,n} = {1,...,n}

slik at for allei € {1, ..., n}
g =gy
derfor
prp = (g1 xgu)* (g1 %" *gn)
= (g1 *"'*gn)*(gp(])*"’*gp(n))
= (81%8pm) * - * (8n * p(m)

=€%x---x€=¢e

49 La f(x) = |x| for x € R. Dette er en gruppehomomorfi, fordi

f&xy) =lxyl = Ixllyl = fx) ()

Det er ikke en gruppeisomorfi, for eksempel 1 — 1 og —1 +— 1.

410 La f : (R, +) — (RT, ) vare avbildningen f(x) = e*. Dette er en gruppe-
homomorfi, fordi

fx+y) =t =ee’ = fx)f(y)

Det er ogsa en gruppeisomorfi, fordi det er en bijeksjon. Den inverse er den naturlige
logaritmen.

411 Tillukning: Anta at a, b er med i senteret, oglax € G:aebex =aex e
b = x e a e b. Assosiativitet arves direkte fra G. Identitetselementet e tilfredsstiller

lex=xe0aea!=

e e x = x o ¢. Inverterbarhet: ¢ e x = x o ¢ medfgrer a e a™
a e x ea~'. Pi grunn av teorem 4.30 fir via~' @ x = x @ a~!'. Dermed er beviset

for at senteret er en subgruppe komplett.

412 Hele Z.
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413 Alle partallene.

414 a) Tillukning er opplagt ut fra definisjonen. Assosiativitet: ((gi, /1) ®
(82, h2)) ® (83, h3) = (g1 % g2, h1 @ h2) ® (g3, h3) = (g1 % g2 % g3, h1 @ hy @ h3) =
(g1, h1) ® (82 % g3, ha @ h3) = (g1, h1) ® ((g2, h2) ® (g3, h3)). Identitet: elementet
1 =(g,1g)erslikat (g,h) ® 1 = 1 ® (g, k). Inverterbarhet: for hvert element
@@ hh=1=@E" hHeEh.

b)La¢ : {(g,1g)} > G vareslikat¢(a, 1y) =a,oglay : {(1g, h)} - H vere
slik at ¥ (1, a). Begge er apenbart isomorfier.

c) Det direkte produktet av (R, +) med seg selv er isomorft med (R?, +).

d) Hvis E og F er kropper, og a er etelement av E forskjellig fra null, s er elementet
(a, 0) forskjellig fra (0, 0) men har ingen invers, siden O ikke har noen invers; derfor
er det direkte produktet E x F ingen kropp.

415 Antaa? = 2b%, meda = %, b=" hkmneZkn#0, ogh +#0eller
m # 0. Daer

hn? = 2m*k?,
i strid med entydig primtallsfaktorisering av heltall.

4.16
e Addisjon:
Tillukning: (a + bp) + (c+dp) =(a+c)+ (b+d)p
Assosiativitet: (@ +bp)+ ((c+dp)+(e+ fp)) = (a+c+e)+b+d+ flp =
((a+bp)+ (c+dp)) + (e + fp)
Identitet: (a + bp) + (0 4+ 0p) = (0 4+ 0p) + (a + bp)
Invers: (a + bp) + (—a — bp) = (—a — bp) + (a + bp) =0
e Multiplikasjon:
Tillukning: (a + bp)(c 4+ dp) = (ac + 2bd) + (ad + bc)p
Assosiativitet: (a + bp)((c +dp)(e + fp)) = ((a + bp)(c +dp))(e + fp)
Identitet: (a + bp)(1 +0p) = (1 + 0p)(a + bp)
Invers: (a + bp)(%) = (%)(a + bp) = 1 nara + bp # 0.

o Distributivitet: (a+bp)((c+dp)+(e+ fp)) = (a+bp)(c+dp)+(a+bp)(e+ fp)
417 Det nye elementet ¢ matte ha hatt en multiplikativ invers, men anta at det finnes
ene”! = x. Dami ex = 1 og fglgelig e?x = &, som betyr ¢ = 0, i strid med den
oppgitte premissen.
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418 Vises ved inspeksjon av addisjons- og multiplikasjonstabellene for K:

+ 0 1 K 1+« 0 1 K 1+«
0 0 1 K 1+« 0 0 0 0 0
1 1 0 14+« K 0 1 K 1+«
K K 14+« 0 1 K 0 K 14+« 1
1+« |14+« K 1 0 1+« |10 1+« 1 K
Kapittel 5
5.1
L] 7 02:1+7
—z=—1+1
o 1 _ 1+4i
z 2
1
e z=1—1

52 a)i b) g —a4i o142 QL4 -1 H-1 g-5+12
h) —4i )2 -3

53 a)Re(z; +z2) =Re(a; + bii +ar» + bri) =a; +a, =Rezi +Rezn
b) Im(z; + z2) =Im(a; + bii +ax + bri) = b1+ b, =Imz; +Imz,

¢) Re(kz) = Re(k(a + bi)) = ka = kRezfork e R

d) Im(kz) = Im(k(a + bi)) =ka =kImzfork € R

e) Moteksempel: k = z =i f) Moteksempel: k =z =i

g) Moteksempel: 71 = zp =i

54 a)z=%7i bz=1+iv3 o)z=-3+5 dz=+1+i¥

55 a)zg = %,Zl = #,Zz =—i b)zyg= —\/g—l',m =\/§_i,22 =2i
in(2k+1) .

zr =e + ,k =012, 3, alternativt zg = =14

14 _ ol
ﬁ’zl_ ﬁ?zz_ \/E’
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5.7 Laz) =rie', 2o = ne®: |z1za| = [rne® rne®| = |rin| = |zl - |zl

5.8 a) Punktet 3 =3 + 0i. b) Den imaginere aksen.

o] <2 e-1<1 |2 =i+ 1< V2
re z <0 7 'Imz>0
i
7
1 1 1
c) d) €)

5.9 Referer til definisjon 5.6.

a)i(4+i) = —1 4 4i = /17 @can(=H+m) Modulus /17 ~ 4.12311.
Argument arctan(—4) + 7 ~ 104.036°

b) =3 +i = /10e/@can(=1/3+m) Modulus +/10 &~ 3.16228.
Argument arctan(—1/3) + 7 ~ 161.565°

¢) 3 —2i = +/13¢/ #an(=2/3) Modulus +/13 ~ 3.60555.

Argument arctan(—2/3) & 326.31°

d) 4 + 2i = 24/5¢! aetan(1/2) Modulus 2+/5 =~ 2.23607.

Argument arctan(1/2) &~ 26.5651°

e) 2 _ —I2i _ 5 itarctan(-21+m) Modulus ¥ A 0.447214.
Argument arctan(—2) + 7 ~ 116.565°

f) (zf—’ﬁ =4 — 3i = 5¢/@can(=3/4 Modulus 5. Argument arctan(—3/4) &~ 323.13°

—1+4
442
-3+
. 1
—142i
1
3—2¢
4 — 31
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5.10
1. Umiddelbart fra definisjonen.

2. ai(by +c1) 4+ an(by +cn) =arby + -+ ayby + @11 + -+ + anCy

3. carbi+ - +capb, = c(aiby +- - -+ ayb,) og aichy + - - - +aychy = c(arby +
-+ ayby)

4. Hvis A = O sder00+---4+00 = 0, ellerseraja;+- - - +ana, = leiSn la;|* €
Rog ) i<icn la;|? > 0.

Kapittel 6

6.1 (P+a)=@+9(p+q9) =p*+pg+apr+q°=p°+2pq+q°
r—a9=p-9p-q9)=p>—pg—qp+q>=p"—2pq+q°
P+ p—q)=p*—pg+ap—q°=p° —q°
62 2-54+8 *=2-5+8=10-5i
I+’ +iP=1-i+i(-1)*=1
1—i (- —i) 1-2i+i*
1+i (A+HA—-10) 2

63 a)x;=—2,x=1 b)x;=3,x=7 )x;=—13,x,=17 d)x; =-19,
xy =11

= —i

64 a)z;=i,20=—1 b)z1=i,20=-5-3i ¢o)z1=14+i,z0=2+1i d)
z71=2i,0=1+41i

-39+ 16 o

6.5 2x2 + 3x — 2 har rgtter x = 2

2x7 = 3x — 1lx +6 =2(x — 3)(x +2)(x — 1)

66 (+10x+2D):(x+3)=x+7
x4+ 3x
Tx + 21
Tx + 21
0

67 (2 +1474+45:(:z+9) =245
2+ 92
5z +45
5z 445
0
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6.8 a)x> —7x2+17x — 15 = (x — 3)(x% — 4x + 5) over R.
) =72+ 172 -15=(z—3)(z—2+i)(z—2—1i) over C.

6.9 iZ5:
s + x? +D:x+2)=x"+x3+xF+2x 42
X+ 2x?
4
x* 243
O X2
x4 2x?
2x2
2x° 4 x
2x + 1
241
0

6.10 Hvis ax + b med a # 0 dividerer x24+2i7s,sderx + g ogsa en divisor, sa
vi kan like gjerne se etter en linear faktor pa formen x + c.

(x2 +2):(x4+c)=x—c
x2+ cx
—cx +2
—cx — ¢?
2+¢?

For at x + ¢ skal vare en faktor, mi viha 2 + ¢ = 0 mod 3, men dette er ikke
tilfelle for noen ¢ € {0, 1, 2, 3, 4}.

611 (61 +57  +31-5): (2 -2 =22+ 342+ 2
60 — 423 3z -2z
9z% 4 0z*
92> — 62
62° + 3z
67> — 4z

7z -5



Vedlegg C: Lasningsforslag 13

612 a)x* —2x3 +3=(x + D(x> —3x% +3x —3) + 61 R[x].

b) 22— Q+ D)2 +5=(iz— D(—iz? — (2 —2i)z+2+2i) + 7 +2iiC[z].
OV +dy+1=(y+2)2+3y+3)iZs[yl.

Ay +4y+1=Qy+DGBy*+y+4) +2iZsyl.

2 3 26
613 a)4z+34+—— b2z -3+ — ©)3z24+T7+ —

3z -2 2z — 1 z—3
38
d)2z2+z+6—z+—3 ©)2z4+5 D)z} 4322492 +27
984 3z — 4z -1
473 +162°4607+2464+—— h)6z°+3z7—1— D2 —dztld—
2)4z°+16z°+60z+ +z—4 )6z°+3z 3211 Dz"—4z+ +2Z3+1

6.14 La p,q,r,s,t,u € F[x] for en kropp F, la O vare det konstante polynomet
0 € F[x], ogla I vare det konstante polynomet 1 € F[x].

e Addisjon:

Tillukning: 2 + 7 = P2+ 4"
q

s qs

- (p r> t
Assosiativitet: | — 4+ - ) + —

Il
I~
+
P
“L | =
+
S|~
N——

q s u q
Identitet:£+0:0+£=£
q q q
Invers:£+_—p=0=__p+£
q q q q

e Multiplikasjon:
Tillukning: pr_pr
qs qs

t t
Assosiativitet: (2 z)— = £<£_>
qs/u q\su

Identitet: BI =1 P_P
q q q
Invers: P4 _49P _ I nar L # 0.
qp pP4q q

e Distributivitet: £<£ + L) = Lad + rr
g \s u qs qu
615 a)z’ —3z+2=(z— 1)*(z+2)
b)? =21 +4=0c+D@—-A+i)E—(1—1i)
)2+ 1324116 = (2 +4)(z — 2 —5))(z — (24 5i))
d) > —37z2+84=(z-3)z—-Hz+7)
) —iz+1—i=@C+D+i)z—1+1i)
)22 =917 +330 = (z — 5z — 6)(z + 11)
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9 —Tz+6=z—-DEz-2)(z+3)
h) 2> — 49z + 120 = (z — 3)(z — 5)(z + 8)
)23 — 237z - 884 = (z + Mz + 13)(z — 17)

6.16 1 Z3[x] er koeffisientene {0, 1, 2}, og aritmetikken er modulo 3:

x4+ + @2 +2x+1) =242
P+ x+2)— P +2x+ 1) =2x+1
CPHx+2)@2+2x+ D) =x* +2x° +2x +2
6.17 Koeffisientene ma vare enten O eller 1, sa det er bare to muligheter for ax + b

meda # 0,nemligh =0o0ghb = 1.Sidenx(x + 1) =x>4+xo0g (x + D(x + 1) =
x4+ x+x+1=x%24112Z[x], har vi at

X2=X‘x
PHl=Gx+DEx+1)
x2+x=x(x+1)

x>+ x+1 erirredusibelt.

Kapittel 7

7.1 a)Merk at cv = ¢(0 + v) = c0 + cv og subtraher cv fra begge sider.
b)Antaatcv = O medc #0.Daerc lcv =c'0 = 0,sav = 0.
c)Antaatv+w=0.Daerv+w—w=0 —w,sdv=—w.
d)Antaatv+w =v.Daer—v+v+w=—v+v,sdw=20.

7.2 Jfteorem 7.6. Betrakt i hvert tilfelle (x, y) + (z, w) = (x +z, y + w) € R%, og
c(x,y) = (cx,cy) medc € R.

a{x,y)[x—y=0kViharx+z-(y+w) =& —-y)+@-w)=0+0=0,
ogex —cy=clx—y)=0.

b){(x, y) | x+4y = 0}: Vihar (x+2)+4(y+w) = (x+4y)+(z+4w) = 04+0 =0,
ogcx +4cy =c(x +4y)=0.

7.3 V har dimensjon 0, 1 eller 2. Det trivielle rommet V = {0} har dimensjon 0, og
ethvert underrom av dimensjon 1 har en basis {b} med b € R?, si hvert element x
i et slikt underrom kan skrives x = tb. Men dette er den parameteriserte ligningen
for en rett linje gjennom origo. Det gjenstar & vise at ethvert underrom av dimensjon
2 er R? selv: dette fglger fra teorem 7.19.

7.4 Jf teorem 7.6. I hvert tilfelle, betrakt (x, y, z) + (u, v, w) = (x +u, y+v,z+
w) € R3, ogc(x,y,z) = (cx,cy,cz) medc € R.

A {(x,»,21y=0:y+w=0+0=00gcy=c0=0
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b) {(x,y,2) |x+2y+3z=0x4+u+2(+v)+3¢+w) =x+2y+3z+
u+2v+3w=0+0=00gcx +2cy+3cz=c0=0.

O)f{(x,y,2) |x=2y0gy =3z} x+u=2y4+2v=2(y+v)ogcx = c2y = 2cy
ogy+v=3z+4+3w=3(z+w)ogcy =c3z =3cz.

dD{x,y,2) | x+2y=3z} x+u)+2(y+v)=x+2y4+u+2v=3z4+3w =
3(z+w)ogcx +2cy = c(x +2y) =3z = 3cz.

7.5 Lgsningen av det siste punktet viser mgnsteret: (1, 1, 1), (0, 1, —1), og (1, 1, 0)
er lineeert uavhengige, fordi hvis a(1, 1, 1) + 5(0, 1, —=1) + ¢(1,1,0) = O, sa

a +c=0
a+b+c=0
a—>b =0

og dette systemet har den entydige lgsningena = b = c = 0.

7.6 Lgsningen av det fgrste punktet viser mgnsteret: x; A + x, B = X svarer til de
fglgende ligningene:

2)61 — X2 = 3

X1 =4

som har den entydige lgsningen x; = 4, x, = 5.
77 a)laad —bc =0o0glax =d—c,y =a—b.Daer x(a,b) + y(c,d) =
(ad — ac, bd — bc) + (ac — be, ad — bd) = (ad — bc, ad — be) = (0, 0) sa (a, b)
og (c, d) er line@rt avhengige.
b) La ad — bc # 0. Anta at det finnes x, y # 0 slik at x(a, b) + y(c,d) = (0, 0),
men i sa fall er

ax +cy=0
bx +dy =0
eller ekvivalent
adx +cdy =0
—bcx —cdy =0
Summen av disse ligningene er
(ad —bc)x =0

som, siden x # 0, betyr ad — bc = 0 i strid med den gitte premissen, sa (a, b) og
(c, d) er linezrt uavhengige.

7.8 For 4 vise at A og B er linea@rt uavhengige, anta at det finnes x, y # 0 slik at
xA 4+ yB = 0. Men i sa fall er —%A = B, i strid med den gitte premissen. Det
fglger fra teorem 7.19 at underrommet spent ut av {A, B} er R? selv. La nd V, og
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Vp vere underrommene generert av A og B, henholdsvis. Ved teorem 7.33 er det
tilstrekkelig a vise at V4 N Vg = {O}. For a se dette, anta at det finnes C # O slik
at C = aA og C = bB med a, b # 0. Men da ville vi hatt %A = B, i strid med
premissen gitt ovenfor.

7.9 Begge vektorparene U, V og U, W oppfyller betingelsene i foregdende problem.

7.10 Ved teorem 7.33 er det tilstrekkelig & vise at V N W = {O}. Anta for motsigelse
atdetfinnestalla, b, ¢ € F forskjellig fraOslikata(1, 1, 0)+5(0, 1, 1) = ¢(1, 0, 0).
Men dette systemet system har den entydige lgsningena = b = c = 0.

7.11 a) Dette er teorem 7.36.

b) Jfr teorem 7.6. Tillukning med hensyn til vektoraddisjon og skalering fglger direkte
fra definisjon 7.37.

c¢) Hvis V har en basis {vy, ..., v,} og hvis W har basis {wy, ..., wy,}, sd spenner
vektorene

((v1,0), ..., (U, 0), (0, wy), ..., 0, w,))

ut rommet U, og er dpenbart linezert uavhengige, sa

dimU =dimV 4+ dim W

7.12 Ved linezr avhengighet finnes det tall a, b € F, ikke begge null, slik at av +
bu = 0. Siden u # O folger detata # 0,sdtac = —2.
7.13 Ved teorem 7.6 er tillukning med hensyn til addisjon og skalering ngdvendig
og tilstrekkelig. Addisjon: (B; + By) - A1 = B1 - A1+ B, - A1 =04+0=0, og
tilsvarende for A,. Skalering: (¢B) - A1 = ¢(B - A1) = c0 = 0, og tilsvarende for
Aj.

7.14 Ved teorem 7.6 er tillukning med hensyn til addisjon og skalering ngdvendig og
tilstrekkelig. La 1 <i < m: Addisjon: (B1+By)-A; = B1-A;+By-A; =0+0=0.
Skalering: (¢cB) - A; =c(B-A;)) =c0=0

7.15 Betrakt
aAl+ -+ anAy, =0

der vi kan danne skalarproduktet med A; pa begge sider. Vi far:
aiA,-~Ai=@’-Al-=O

Siden A; # O harvi A; - A; > 0, og a; = O fglger.
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7.16 /|z|<1ZhZ_de = //O§r§1 rtehi?rkeki0 qr dg

0<6<2m

:/ rh+k dr/ e(h—k)i@ do
O0=r=1 0<6<2m

1 ) 0 hvis h # k
— / e(h—k)t@ do = 5
/’l+k~|—1 0<6<27 TL hvish =k

7.17 Vektorrommets egenskaper, jf definisjon 7.1, er en delmengde av egenskapene
til en kropp, jf definisjon 4.35.

7.18 Hyvert tilfelle refererer til ligningen
af () +bg(t)=0(@1)=0 ey

dera, b € R og f, g er de gitte funksjonene. De to indikerte verdiene av ¢ vil i hvert
tilfelle gjgre (1) til to line®re ligninger i a, b med den entydige lgsningena = b = 0,
noe som viser line@r uavhengighet av de gitte funksjonene.
a)l,t:tat=00gr=1 byr* ritar=—logrt=1
c)el,t:tat=00gt=1 d)te’,e*:tat =0o0gt =1

g

e)cost,sint:tat =0o0gt =% f)cost,titat =00gt =75

. A = _x
g)sinf,sin3t:tar = L ogt =7

719 a) Vi har | sin(rx) — §(x)|| = 0.0937029, jf figur 7.3, og || sin(rx) — f(x)| =
0.895358, jf figur C.1.

—2L

Figur C.1 sin(wx) vs £(x) = 3.14159x — 5.16771x3
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b) Sammenlign koeffisientene til de approksimerende polynomene, jf ligning (7.12):
JLGF +megde [l fade [L hgidx
gl llgill? i 2
¢) Vi har ||e* — e(x)| = 0.020509, jf figur C.2.

y

1

-1

FigurC2 " vsé(x) = 1 +x + 4 + 2
Minste kvadraters polynomapproksimasjon er

&(x) = 0.996294 + 0.997955x + 0.536722x> + 0.176139x"
og vi har ||e* — &(x)|| = 0.00472111, jf figur C.3.

y

1 1

-1 1

X

FigurC.3 ¢* vs (x) = 0.996294 +0.997955x +0.536722x% +0.176139x>
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d) Minste kvadraters approksimasjon til e* — sin(;x) er
8(x) — §(x) = 0.996294 — 1.69434x + 0.536722x> + 3.07174x°

med |[(e* — sin(x)) — (E(x) — §(x))|| = 0.0933535, jf figur C.4.

1 1

-1 1

X

FigurC.4 ¢* —sin(7rx) vs 0.996294 — 1.69434x +0.536722x% +3.07174x>

s 2a=(y 5 n)are=(0 g Y )ame=(50 )
poa=(y 5 S)a-m=(5 530

8.2 A+B=(_76 _11),—3B=<_2178 I;),A—B:<IZS _93>,
B_A:<—512 —39>’AT:(—12 i)’BT:(? :?1)’

7 -6 7 -6 2 1
T T T T
AT+ B _(—1 1)’(A+B) _(—1 1)’A+A _<1 10)

83 (c(AT));; = c(AT)ij = c(A)ji = (c(A))ji = (cAT);
84 (A+ B),Tj =(A+B);i =Aj;i +Bj; = A,.Tj + Bg = (AT + BT);;
85 A=Al = (AN}

86 (A+AT); =A;+A";; =AT;;+ AN, = AT+ 4; = (A" + A); =
(A+ AT);;
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8.7 a) Dette er lemma 8.4. Bevis:

(AB)); = (AB);i = ) AjBu =Y BhLA; = (B"AT);
h h

T
b) (ABC)T =CT(AB)T = CTBT AT c)( I1 Ak> =[] Al

0<k<n 0<k<n

8.8 a) AT erinverterbar. b) (AB)T = BTAT,sdmed B = A~! blir (AA~H)T =
(A~HT AT . Multiplikasjon fra hgyre med (AT)~! gir (A~)T = (A7)~
c) Erstatt AT med A i forrige punkt.

—_—
8.9 I dette og de fglgende problemene, la hk betegne en matrise slik at

’h/k\ :{1 hvish=iogk=j
——ij 0 ellers '

Det er 6 ulike slike matriser av dimensjon 2 x 3:

—~= 1 0 O ~= 0 0 O .
11 _<0 0 O>’ 23 _(O 0 1), og 4 til.

Disse er opplagt line@rt uavhengige, og det er klart at de danner en basis. Dimensjo-
nen til rommet er derfor 6.

—_—
8.10 { hk ‘ 1 <h <m, 1 <k < n} danner en basis, med mn elementer.
—_—
——
8.1 {m hh | 1<h< n} danner en basis, med n elementer.
——
. n(n+1)
8.12 { hk | 1<h<k< n} danner en basis, med == elementer.
——

. n(n+1)
8.13 { hk + kh | l<h<k< n} danner en basis, med - elementer.
814 A, =A, I,B=EHB

815 AO, = 0,B = 0,

816 a) (AB)C = A(BC) = (7 5) b) (AB)C = A(BC) = <_19)

6 5 1
—69 128
c) (AB)C:A(BC):(_16 65)
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2 4 14 0 7 14
8.17 AB_<4 1), CA_<7 7), CB= (21 _7),
4 2 14 0 7 14
BA_(S —1)’ AC‘(7 7)’ BC‘<21 —7)

8.18 Moteksempel i hvert tilfelle: A = (? ?), B = (; 21>

8.19 a)(A+B)2 A2+ AB+ BA+ B> = A2+ 2AB + B?

b)(A-—B)?=A AB BA + B> = A% —2AB + B?
¢)(A+B)(A—B)=A2— AB+ BA — B2 = A% — B2
0 0 1 0 0 0
820 a)A>=]|0 0 0]ogA’=[0 0 ©
000 0 0 0
1 2 3 1 3 6 1 4 10
pA?=[0 1 2],A3=|0 1 3]oga*=[0 1 4
0 0 1 0 0 1 0 0 1
a+b w1 na
8.21 a)AB_< X ) b)A _(o 1)
-1 -3
8.22 a) Ae| = —1 ,Aep = | =2 |, Aes = 0
2 1 -1

b) Ae; = k-te kolonne i A.
oelB=(7,1,2),elB = (1,0,2),e3TB =(4,3,1)
d) e/ B = k-teradi B.

0 1 0 1
8.23 a)A:(O 0) b)A=<_1 0)

8.24 Konjugert symmetri:

AMB' = Y AM;B;= Y BMiA= Y BM;A =BMA
1<i<n 1<j<n 1<j<n
1<j<n 1<i<n 1<i<n

Linearitet i fgrste argument:
—T —T —T
(Aj+ A))MB = A MB + A,MB
Moteksempel mot positivitet:

), (A, A) = AMA' = —4
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Moteksempel mot definitthet:

—1 1
A=(1 1)#0, M:( ) _1>, (A,A) =0
a;’ 0 - 0
0 ayp -+ 0
825 LaB = . . . . .Daer AB= BA = I,.
0 0O ... g}

nn
826 (I —A)I+A+ - +A" A =T A" =Tog(U+A+---+A" 14
AN —A) =1 — A" =]

Ayj hvisi = h
8.27 bytt: (TjA)ij = { Anj hvisi =k bytter om rader h og k.
A;j ellers
cAyj hvisi = h

skaler: (T;(c)A);; = { multipliserer rad /& med c.

A;; ellers
Apj +cAgj hvisi =h

Ay ellers legger ¢ ganger rad k til rad &.

kombiner: (Tj(c)A)ij = {

828 a)T,;' =T; b Ti(c)' =Ti(:) ©Tij0)™" =Tij(—c)

829 Hgyre multiplikasjon resulterer i elementare kolonneoperasjoner, analoge med
elementere radoperasjoner.

8.30 Dette er bare en omformulering av ekvivalensen mellom betingelser 1 og 2 i
teorem 8.12.

831 a)—17 b)27 c)4 d)—692 e)—20 f)—5 g) —45
832 a)52+7t—2 b)cos’B+sin’B =1
8.33 ]_[ ai;

1<i<n

83 a)x=—-1,y=2,z=—1 b)x=5/12,y=—-1/12,z=1/12
x=11/2,y=-38/5,z=1/10,w =2
d)x =-5/24,y=97/48,z =1/3, w = —25/48

8.35 Determinanten er en lineer kombinasjon av x, y, z, og 1, sa ligningen beskriver
et plan i R3. Nér (x, y, 7) erstattes med enten A, B eller C, blir matrisen singulaer
(to identiske rader), med determinant null.
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Kapittel 9

9.1 De linexre avbildningene er gitt ved disse matrisene:
0 0 3

(1) w5 10) oY)
6 2 4

1 0 . 1 0
0 1). b) Speiling om x-aksen, <0 _1>.

c¢) Skalering med en faktor ¢ i x-retningen, ((C) (1))

9.2 a) Speiling om y-aksen, <_

0 1
. . x
d) Rotasjon av planet med en vinkel —7, ( 1 0 >

cosv sinv
—sinv cosv J’

sao(b (2 )-(0 ) w00 Y-(2Y)
o1 o) 0)=(o )

10\ (3 0\ % -2 Wi _32
d) 2 2 — 2 2
(o sﬁ)(o 1)(@ ﬁ) (5 5 )

2 2

e) Rotasjon av planet med en vinkel —v, (

94 Vihar N <_i> #—N G) i alle tilfellene:

(a) (b) (© (d)
0 1 -3 1
0 1 -3 -1
-2 —1 =3 —1
-2 —1 =5 —1
0 -1 10 -7 1/5 1/5 -3 2
ss0(y 3) (5 1) ovs 2s) o(53)
9.6 a) Ved Gauss-Jordan-eliminasjon pé systemet Ax = O fas
1 2 20 1 2 20
(1 35 0)—> 01 30
2 570 00 0O

sa dimker L = 1. Ligning for ker L:

=t| -3 med reR
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b) Etter teorem 9.19 er dimimg L = dimR® — dimker L = 2, s imgL er et
plan. Ligning for planet finnes f.eks. ved & anvende L pa standardbasisen, som gir
kolonnene i matrisen A, og plukke ut 2 lineert uavhengige verdier:

X 1 2
y]l=pl|l1l]+q]|3 med p,qgeR
b4 2 5

Eliminasjon av p, ¢ gir denne alternative formen:

x+y—z=0

9.7 Jfrteorem9.19: a)4 b)3

9.8 Hvis L er surjektiv sa er img L = W, derfor dimimg L = dim W. For a se det
motsatte, anta dimimgL = dim W = n ogla # = {wy, ..., w,} vere en basis
for img L. Elementene w; er linezrt uavhengige, sd % er ogsa basis for W i fglge
teorem 7.18. Velg vy, ..., v, slik at Lv; = w;, 1 < i < n, og betrakt en vilkarlig
w=ciw; + -+ c,w, € W.Ved linearitet er L(cjv; + --- + ¢,v,) = w, s& L er
surjektiv.

9.9
|(a) ® © @ @@ O @ 0 @

1 1 2 1 2 3 2 3 3
12 o0 1 1 0 2 1 2

rang

nullitet

9.10 Betrakt standardbasisen & = {e; | 1 < j < n} pad K". Daer L 4e; lik kolonne
J 1A, og tilsvarende for Lp og B. Hvis L4 = Lp, ma altsd A og B ha parvis like
kolonner, sd A = B.

911 a)nei b)ja c)ja d)nei e)rang I, nullitet 1

f) basis for ker L: {<_;>}, basis for img L: {(é)}

01 0O
0 0 2 0
912 a) D(f +g) =Df + Dgog D(cf) =cDf. b)A= 00 0 3
0 0 0O
—17 1
1 -10] . 3 2 2
) A 5| = 18 ,8a D(6x° —5x“+x —17) = 18x~ — 10x + 1.
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d) D? er ssmmensetningen av to linezre operatorer D og D, s& den er linezr.

00 20 -5 —14
e) A = 8 8 8 8 , 8 A? _1; = 1(2) , 0g
0 0 0O 2 0

D*(2x3 —7x%? + 11x — 5) = 12x — 14.

9.13 a) P” har dimensjon n + 1.
b) L(p(x) +q(x)) = x*((p(x) + g(x))) = x?p'(x) + x*¢q' (x)
= L(p(x)) + L(q(x))
L(cp(x)) = x*((cp(x))) = ex?p'(x) = cL(p(x))

00
¢) Ly : P° — P! har matrisen <8> d) L har matrisen | 0 0
0 1

e) L, har matrisen

S o O
SO = O O
N O OO

0
f) Nulliteten til L, er 1. Kjernen bestér av alle konstante polynomer. Basis {1}.

g) Rangen til L, er n. Basis for img L, er {x2, ..., x"*1}.

_fa b (e f
9.14 a)LaA—<C d)’B_<g h)

ate+b+f b+ f4c+g
ate+d+h b+ f+d+h

_fa+b b+c n e+ f f+g
“\a+d b+d e+h f+h

MA+m=(

= L(A)+ L(B)
xa+xb xb+ xc a+b b+c
L(xA) = =
(x4) (xa+xd xb—l—xd) x<a+d b—l—d)

= xL(A)

0 0
c¢) img L er hele rommet av 2 x 2 matriser, og har basis

(6 0)-(50)-(V 0)- (0 V)]

b) ker L inneholder bare matrisen (0 0 )
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9.15 Anta fgrst at L : V — W er inverterbar. Vi viser at bildet av en basis er en
basis: La {vy, ..., v,} veere en basis for V, og velg en vilkarlig w € W. Pa grunn av
surjektivitet finnes det en v € V slik at Lv = w. Vi kan skrive

Lv=L(civi+---+cyvy) =ciLvi+---+c,Lv,,

sd mengden {Lvy, ..., Lv,} spenner ut W. Det gjenstar & vise linezer uavhengighet.
Anta for selvmotsigelse at det finnes skalarer dy, . . ., d,, ikke alle lik 0, slik at

diLvy+---+d,Lv, = 0.

Ved linearitet fglger det at L(djv; + - - - + d,v,) = O, og ettersom dimker L = 0 i
lys av injektivitet, far vi
divy +---+dyv, =0,

i strid med forutsetningen om line@r uavhengighet av {v1, ..., v,}. Dermed har vi
vist at L avbilder basiser pa basiser.

For & vise den motsatte implikasjonen tar vi en vilkarlig basis 8 = {vy, ..., v,}
for V, og antar at bildet {Lvy, ..., Lv,} er basis for W. Vi mé vise surjektivitet og
injektivitet av L: For surjektivitet, la w € W. Vi har da

w=cLvi+---+c,Lv,
og ved linearitet
Lcivi+---+cpvn) = w

s L er surjektiv. Injektivitet vises slik: Anta Lu = Lv. Vi har da
Lu=aLvi+---+a,Lv, og Lv=bLvi+---+a,Lv,
for skalarer a;, b;, 1 < i, j < n. Da gjelder
Lu—Lv= (a1 —b)vi+---+ (a, — b)v, =0,
men basisvektorene er linezrt uavhengige, sa det fglger at a; = b;, 1 <i < nog

derfor u = v, som godtgjgr injektivitet.

9.16 Kolonne j i begge matrisene er koordinatiseringen av L(v;) i basisen
{wy, ..., wy}, sa de to matrisene har parvis like kolonner, og er derfor like.

917 LaL:V — W meddimV = n, og velg en basis {vy, ..., v,} for V. Vi viser
at mengden {L(v;) | 1 < i < n} spenner ut img L. Ta vilkarlig w = L(v). Da er
v = c1v; +- - -+ cuv, for skalarer {¢;},og w = L(civ; +---+c,v,) € img L. Bruk
linearitet:

w=cLw)+---+c,L(v,) €imgL
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for vilkarlig w € img L. Det fglger at dimimg L < n.

9.18 Antavg = Cvgp = Dug foralle v. Da fglger Cvg — Dvg = (C — D)vg = O
for alle v, sa C — D = O, med andre ord C = D.

1 10
919 a) D(f +g)=Df +Dgog D(cf) =cDf. b)A=|0 1 2
0 0 1
1 2 2 7 3
)A’=|0 1 4],0gA?| -5]=|7].s4
0 0 1 3 3

D?(7¢* — 5xe* + 3x%e¢¥) = 3¢* + Txe* + 3x2¢*.

9.20 Anta for selvmotsigelse at det finnes to skalarer c, d, ikke begge null, slik at
cL(v) +dL(w)=0

Ved lineariteter da L(cv+dw) = O, og siden nulliteten er O pa grunn av surjektivitet
og teorem 9.19, ma ogsd cv + dw = O, i strid med forutsetningen om liner
uavhengighet.

Kapittel 10

1
c¢) Egenverdier {2, 0}, egenvektorer < ) ,

d) Egenverdier {2, 0}, egenvektorer ( ! ) ! ) }

e) Egenverdier {2, 1}, egenvektorer < ) ( )}

f)Egenverdier{—“/32+1 e ¥3=11 egenvektorer ( N 3) ( ¢§Z_3)}.
)

1
g) Egenverdi 0, egenvektor | O
0

h) Egenverdier {1, 3, —2}, egenvektorer 31,151,
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i) Egenverdier {2, —1—iv2, -1 +i2 },

3 —1+4iy2 —1—i2

V2 /2
egenvektorer 11, —1—17 , —1+17

2 1 1

n
10.2 Karakteristisk polynom [ ] (a; — 1), egenverdier {a; _,» egenvektorer {e; Yy
i=1

n
10.3 Karakteristisk polynom [ (a;; — A), egenverdier {a;;}!_,, og e, er egenvektor
i=1
med egenverdi aj.

10.4 Samme karakteristiske polynom: |AT — AI‘ = ‘(A — )J)T| =|A— M|

105 Det karakteristiske polynomet er (A — 1)?, si 1 er eneste egenverdi. Egenver-
diene er Igsningene av ligningssystemet

2 -1 x 0
()= ()-6)
med andre ord systemet

x—y=0
x—y=0

. 1
som har rang 1. Lgsningene er generert av egenvektoren | :

()= ()

og Igsningsrommet har altsa dimensjon 1.

10.6 La C vare en matrise som har 4 linezrt uavhengige egenvektorer som svarer
til egenverdiene 2, —1, —i, —2i til kolonner, og la D vare diagonalmatrisen som har
de tilsvarende egenverdiene 2, —1, —i, —2i pa diagonalen. Daer CDC 1 = A med
andre ord C"'AC = D.

10.7 L har i fglge teorem 10.3 n line@rt uavhengige egenvektorer, og de utgjgr en
basis i fglge teorem 7.18.

1 .
108 A = ( 0 clz ) med a # 0 er forutsatt. Anta for selvmotsigelse at det finnes en
. . . . d 0 .
inverterbar matrise C = (c“ C12> og en diagonalmatrise D = ( ! ) slik
1 0 &

at C"'AC = D, eller ekvivalent AC = CD:

<1 a)(c“ 612>:<C11 C12)<d1 0)
01 01 1 0 d
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Det fglger at

(Cn +acy cn +a622) _ (Clldl ClZdZ)
21 (%) cadr  cndy

Minst en av ¢; og ¢ ma vere forskjellig fra null, for ellers er C singuler. Hvis
21 75 O, f(z)lger a=0av c11 +acy = C11d1 0g C21 = 6‘21d1, ellers er c22 75 0, og
a = 0fglger av c12 + acy = c1ads 0g 22 = cnds.

109 Det karakteristiske polynomet er A* — 1, som har rgtter &1, +i, jf ligning
(5.14).

0.5

—-0.104 1.1
med en faktor 0.5 i et ar uten mus, og at musebestanden vil gke med en faktor 1.1 i et

ar uten hubro. Faktoren 0.4 uttrykker hvordan en stor musebestand bidrar til & styrke
hubrobestanden, og tallet —0.104 uttrykker hvordan musebestanden reduseres nar
det er mange hubro. Modellen kan derfor synes plausibel.

Koeffisientmatrisen har egenverdier 0.58 og 1.02, med tilhgrende egenvektorer

10.10 I koeffisientmatrisen < > sier at hubrobestanden vil reduseres

1

1
ningsrommet. Dermed kan vi uttrykke initialverdien <x0 ) som a ( ? ) +b ( 12)
Yo

Xn\ 5 " 10 n
() =a()osw (1) 10

der det siste leddet dominerer for store n. Veksten ser altsd ut til a ville stabilisere
seg pa 2 % pr ar for begge bestandene, og det vil da vere ca 1300 skogmus for hver
hubro. (Men denne modellen sier naturligvis ingenting om gkologisk berekraft over
lang tid.)

5 10 . . . . .
hhv ( ) og ( | 3>. Disse er linezrt uavhengige, sa de danner en basis for Igs-

og

0 0 033
10.11 Koeffisientmatrisen { 0.15 045 0 stipulerer en forplantningsrate pa
0 075 095

0.33 kalv arlig per voksen hjort, en overlevelsesrate pa 0.15 fra kalv til ungdyr, en
overlevelsesrate pa 0.45 for ungdyr fra levear 2 til levear 3, en overlevelsesrate pa
0.75 fra ungdyr i levear 3 til voksent dyr, og at voksne dyr har overlevelsesrate pa
0.95 arlig. Disse tallene kan synes plausible. Hjortebestanden vil fa utviklingen

H, = avi)] + bvad + cv3)j

der
Hy = avy + bvy + cvs.

Fordi |A;] > 1, mens [A2| < 1 og |A3| < 1 vil det fgrste leddet dominere for store n.
Egenverdien 1, = 1.015 viser at tilveksten vil stabilisere seg pa om lag 1.5 % arlig,
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0.325
og fordi vy = | 0.086 | vil det da veere om lag 325 kalver og 86 ungdyr per 1000
1
voksne hjort.
10.12 Nei, ingen.

10.13 I fglge teorem 10.9 tilfredsstiller A sitt eget karakteristiske polynom:
A"+ a1 AN+ At agl =0
Det fglger at

—apA ' = A a, LA A+ ayl,

10.14 I hvert punkt er matrisene A, C, C!, D listet opp, der C er satt sammen
av kolonner som er linezrt uavhengige egenvektorer til A, og D = C~'AC har de
tilsvarende egenverdiene pa diagonalen:

31 1 -1 14 40
2 2
a><1 )G () G
1 1 -1 34 40
1 1 3 -1 0 0
1+z -1 I3 24i 0
©) I _
1+t 1 7 3 0 i
i -1 —i i1 2i 0
2 2
o) (0 1) (1) (o)
000 0 01 o 11 400
|0 2 2 1 -1 0 o -1 1 000
022 1 10 1 00 000
1 14 —_ _1 1 _i
a0 110 2 0 3 iv2 0 0
Hl{ o 1 0© 00 1 1o} 0 V20
1+i 1—i
oo 110 010 0 0 1
-1 2 2 -1 -1 1 -1 -1 2 -3 00
9| 2 -1 2 11 -+ 3 -1 0 -3 0
2 2 -1 1 0 1 34 0 03
30 2 i 0 —i -0 1 500
0 i 0 01 0 0 10 0i 0
—-2i 0 3 1o 1 £ 0 % 0 0 1
a— b 5
1015 g —(a+dr+ad—bc=2>—tr AA +det A
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10.16 Merk at ligning (10.8) gjelder en kvadratisk form pa R:
1. Konjugert symmetri er opplagt fordi dette er et reelt indreprodukt.

2. Linearitet i fgrste argument:

() (1)) = m2enm e esen = (7). (7))
(G +()-(2))

= (X1 Fupxy —2(x1 +upy2 —2(y1 +vi)x2 +5(y1 +v)y2
= x1X2 + u1x2 — 2x1y2 — 2u1y2 — 2y1x%2 — 2v1x2 + Sy12 + Sv1 )2

=(C)- G- ()
s postvier La () 2 0:oner (1),

y)> =x? —dxy + 5% = f(x, ),
som har globalt minimum £ (0, 0) =
4. Definitthet: x> — 4xy + 5y = 0 bare nir x = y = 0, jf forrige punkt.
1017 a) Qu+v)+ Qu—v)=(wu+v,u+v)+ (u—v,u—v)
= (u,u) + (u,v) + (v, u) + (v, v)
+ (u,u) — (u,v) — (v, u) + (v, v)
= 2(u, u) +2(v, v)
b) Ow+v)=u+v,u+v)=(u,u)+ (u,v)+ (v, u) + (v, v)
= (u,u)+0+0+(v,v) = Q)+ Q(v)

10.18 a) Egenverdier {3, 2}, egenvektorer { (é) , (?
Skye?, y(t) = ke

b) Egenverdier {4, 1}, egenvektorer {(1) , (_?) }, Igsninger x(t) = 4k;e* +
2kyet, y(t) = 4kie¥ — kye'

c) Egenverdier {4, 2}, egenvektorer {(i) , <
2kre?, y(t) = 4kie™ + 2kye?

)}, Igsninger x (t) = kje¥ +

1)}, Igsninger x (1) = 4kje* —

10.19 Laoperatorenvare L : V — V,la % vare en ortonormal basis for vektorrom-
met V over kroppen K, og la L vere representert ved matrisen A med hensyn pa 2.
Betrakt na avbildningen M som er definert ved matrisen F, og la v, w vaere vekto-
rer, koordinatisert med hensyn pa 4, det vil si kolonnevektoreri K", derdim V = n.
Vi har

(Lv, w) = (AV)w = v ATw = v ATw = (v, ATw)
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som viser at L* = M. Pa side 179 er det vist at L* er entydig nar den finnes. Siden
M er en avbildning definert ved matrisemultiplikasjonen v — ATy, fglger det at M
er en lineer avbildning.
2 3/2 =5/2 X
1020 a)2x% +3xy —5Sxz+7yz=(x y z)| 3/2 0 7)2 y
=5/2 17/2 0 Z

i , -1 1172 X
b) —x? + 1lxy — 13y* = (x y)<11/2 —13)(y>

2 =5/2 0\ [x
c)2x2 —3y? +4z2 —5xy+6yz=(x y z)|-52 -3 3||y»
0 3 4 z

1

1/v2\ (-1/2
ortonormale egenvektorer {( 1 «/5) , <

figur C.5

1021 a) x> +6xy+y>=(x y) <;’ 3) <);> = 1, egenverdier {4, —2},

1/«/5 )}, rotasjon arccos 5= /4,

Figur C.5 En hyperbel rotert 7 /4.
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b)dx? +6xy—4y> =(x y) (: _34> <§> = 5, egenverdier {5, —5}, ortonor-
3/«/10) (—1/«/10

; 3 °
male egenvektorer {( 1 J10 3/ /10 )}, rotasjon arccos I = 18.4349°,

figur C.6

72 L
Figur C.6 En hyperbel rotert 18.4349°.

119 120\ (x
2 - 2= -
©) 119x* +240xy — 119y* = (x y)<120 —119)<y) b

egenverdier {169, —169}, ortonormale egenvektorer { < 152// 1133> , (IZS//II ; ) },

rotasjon arccos % = 22.6199°, figur C.7

03r

—0.6 —03 0.3 0.6

—06L

Figur C.7 En hyperbel rotert 22.6199°.



