Oppgave 02.01.

a)

A =1+ =1+x%
fo(x)=V1+xt

Sammensetningen g o h er definert for x = 0 (fordi h(x) krever at x = 0). Sam-
mensetningen ho g er definert for alle reelle x.

b)
fl(x) — elnx+2 — elnx'ez — x_ez — ezx,

Hx) = In(e*™?) = x + 2.

Sammensetningen g o h er definert for x > 0 (fordi h(x) krever at x > 0). Sam-
mensetningen & o g er definert for alle reelle x (fordi e**2 > 0 for alle x).

c)
fi(x) = sin(arcsin x) = x,

f>(x) = arcsin(sin x) = x flyttet til intervallet [—%, % .

Sammensetningen g o & er definert for —1 < x < 1 (fordi h(x) bare er definert for
disse verdiene av x). Sammensetningen & o g er definert for alle reelle x, men
merk at for eksempel ho g(57/2) = /2.

d)

fi1(x) = cos(arcsinx) = \/1 —sin®(arcsin x) = \/1 — (sin(arcsin x))? = \/1 - x2,

T
f2(x) = arcsin(cos x) = arcsin(sin(x + %)) =x+ > flyttet til intervallet [—%, %].

Sammensetningen g o & er definert for —1 < x < 1 (fordi h(x) bare er definert for

disse verdiene av x). (Vi far bare den positive roten for go & fordi cos x = 0 for alle
x iverdimengden [— %, %] til arcsin x.) Sammensetningen ho g er definert for alle

reelle x, men merk at for eksempel i o g(57/2) = 0.



Oppgave 02.02.

a)

2y3/4 314 _ 4

(x +2x

1312 10,314 —q

g4 —24V22-4-1-(-1)

X34 = 5 =-1+V2
Derved far vi losningen
Bh=14V2
x=(2-1*3

Det er en definisjonssak om vi skal tillate x < 0, det vil si x3/* = —1 — /2 som gir
x=(-1-vV2)" = [(-1-v2)!3)* = [(-1- v2)"1'® > 0 og derved x3/* = - V/x3.
Gjor vi det (vi har gjort det i boken), far vi ogsa lesningen

x=(-1-v2)*3 =1 +v2)*3.

b)
X X 1
2% 4454+ 2 =0
4
1
2+ (2H*+ = =0
4
X 2Xx 1
2% 422X 4 2 =0
4

1
2x+(2x)2+;1=0

som er umulig fordi 2* > 0 for alle x. Denne ligningen har derfor ingen lgsninger.

c)
In(x+1) =3e

eln(x+2) — ese
x+2=e%

x=e%¢-2.



d

sinx+tanx =0

X sinx
sinx + =0
CoS X
1+ sinx=0
COSX

som holder hvis enten sinx = 0 eller cos x = —1. Ligningen har derfor uendelig
mange lgsninger, nemlig alle x = nx der n er heltall (positivt eller negativt eller
null).

e)

2
e e? et =1

2
ex+2x+x =1

InEe*+*) =In1
3x+x2=0

x3+x)=0

slik at x =0 og x = —3 er lgsningene av ligningen.

f)

som er umulig fordi e* > 0 for alle x. Ligningen har altsd ingen lgsninger.

g
Inx+In2x)—4=0
In(x-2x)—4=0

In2x?) =4
eln(2x2) — 64
2x? = et
et e?
X=4|—=+—.
2 V2



h)
sinh(Inx) =4

elnx _ e—lnx

=4
2
1
elnx_ —
elnx
1
x——=8
X
x>-1=8x
¥ -8x-1=0
8+tv64+4
X=———-—=4+V17

2

der bare x =4+ /17 er en losning fordi In x bare er definert for positive x.

i)

Inx-Inx+1) =1

X
In— =
x+1
X
—_— l:e
x+1
x=e(x+1)=ex+e
x—ex=e
x(e—1)=-e
—e
xX=—",
e—1

men dette er et negativt tall. Siden In x ikke er definert for negative x, har denne
ligningen ingen lgsning. (Den har en kompleks lasning, men det er en annen

sak.)



Oppgave 02.03.
a) Deter klart atsiden A=2, méd a=2.

Siden 2sin(b + c(x + 7)) skal veere lik 2sin(b + cx) =2sin(b+ cx +27x), er c =2 et
mulig valg. (¢ = —2 vil ogsa fungere.)

Siden f(0) = 2sin(b+0) = fy = 0, kan vi for eksempel bruke b = 0 eller b = 7 (som
gir to ulike funksjoner).

b) Det er klart at siden A =2, mé a =2.
Perioden skal veere som for sin x, sd vi setter ¢ = 1. (¢ = —1 er ogsd et mulig valg.)

Siden f(0) =2sin(b+0) = fy =1, mé sinb = % Vi kan derfor for eksempel bruke
b=%ellerb= %” (som gir to ulike funksjoner).

1

c) Det er klart at siden A = %, maa= 3

1

Siden % sin(b + c(x+ 1)) skal veere lik % sin(b+cx) = 3 sin(b+ cx+2m), kan vi sette

¢ =2m. (c=—2m er ogsa et mulig valg.)

f) = %sin(b +0) = fo = 1 er umulig, for |sinx| < 1 for alle x. Alts& finnes ikke
noen slik funksjon. (Dette kunne vi ha sett med en gang, for f(x) skulle bare ha
utsving pa %.)

d) Det er klart at siden A =30, ma a = 30.

Siden 30sin(b + ¢(x + 50)) skal veere lik 30sin(b + cx) = 30sin(b + cx + 27),setter

s 21 _ 2n 2 :
vic = £5. (c=—%j er ogsé et mulig valg.)

Siden f(0) =30sin(b+0) = fo = —15, masinb = —%, og vi kan for eksempel bruke
b=-%ellerb= %” (som gir to ulike funksjoner).



Oppgave 02.04.

a) Vi loser ligningen y = e**! med hensyn pé x:

Iny=x+1

x=Iny-1.

Derved er f “1(x)=—1+Inx. Det naturlige definisjonsomrédet for f ~Ler (0,00).

b) Vilgser ligningen y = e med hensyn pa x:

Iny=x
x=4/Iny.

Derved er f~!(y) = ¥/Iny. Det naturlige definisjonsomradet for f~! er (0, c0) for-
dilny krever at y > 0.

c) Vi loser ligningen y = 1+ ¢>* med hensyn pa x:

y_1:e3x
In(y-1)=3x
1

=-1 -1).

X 3n(y )

Derveder f 1 y) = % In(y—1). Det naturlige definisjonsomradet for f “Ler(1,00).

d) Vileser ligningen y = }J_F—Z med hensyn pé p:

yd-p)=1+p
y-yp=1+p
y=-1=py+1)
_y-1
oyl

Derveder f~1(y) = i—: Det naturlige definisjonsomradet for f~! er alle y # —1.



e) Vilgser ligningen x = }_—;ﬁ med hensyn pa y:
x(1+y3)=1—y3
X+ xy3 =1- y3

Vax+1)=1-x

Y C1+x

_3fl-Xx
Y=Visx

Derved er f~!(x) = ¢{ };—ﬁ Det naturlige definisjonsomradet for f~! er alle x #
-1.

f) Vi leser ligningen y = arcsin x> med hensyn pa x:

y = arcsin x°

siny = x®

x=+/siny.

Derved er f~1(y) = {/sin y. Det naturlige definisjonsomradet for f~! er lik verdi-

mengden for f, det vil si, [-7, 7].

g) Vilgser ligningen y =In(x + 1) med hensyn pa x:

y=In(x+1)
e¥=x+1
x=e’-1.

Derved er f~!(y) = e¥ — 1. Det naturlige definisjonsomrédet for f~! er (—oo,00).

h) Vi lgser ligningen y = log, (3 — 1) med hensyn pé t:

y= logz(t3 -1)

2V =1 -1
r=1+27
t=v1+2Y.

Derveder f~!(y) = v/1 +27. Det naturlige definisjonsomradet for f~! er (—oo, 00).



i) Vilgser ligningen y = sinh x med hensyn pa x:

y= >
2y=e*—e”
2ye* = (€)% -1

(e9)?-2ye* -1=0

_2y£\/4y2+4
ex—f—yi\/l+y2

X

der bare den positive roten kan brukes fordi e* > 0 for alle x. Derved er f~!(y) =
y+4/1+ y2. Det naturlige definisjonsomradet for f~! er (—oo,00).

j) Funksjonen y = cosh x er ikke én-entydig, og har derfor ingen invers. Vi kan
restriktere definisjonsomradet for funksjonen, naturligvis, men det er ikke gjort
her.

k) Vileser ligningen y = tanh x med hensyn pd x:

ef—e*

e*+e™*
ye*+e )=e*—e "

y:

y((eM*+1) = (9% -1 (multipliserer med e*)

e (y-1)=-y-1

er — 1+ Y
-y
1+
2x=In -y
-y
1 1+y
21—y
Derveder f~1(y) = %ln i% Det naturlige definisjonsomradet for f~! er lik verdi-

mengden for tanh x, det vil si, (—1,1).



Oppgave 02.05.

a) Siden e™* = x, er f'(x) = 1.

b) |
f'x) =elog2x‘(logz x) = elo8*. 1 et

xIn2  xIn2’

¢) Siden ¢/x = x!/°, er

~4/5
f’(x)zlxm_l:x _ 11
5 5 5x45  5/xE
d) Siden Vx3 = x3/%, er
~2/5
£l = Spi1_3 o 377 3 3
5 5 5 5x215  53/32

e) Siden den deriverte av x = tan y er sec? y, er

/ _ -1 .\ _
f(x)=(tan" " x) = seczy'

2

Vi vil ha svaret uttrykt ved x. Siden sec?u = 1 +tan®u, er sec>y = 1 +tan®y =

1+ x2, og vi far

! _
f= 1+x2
f) 2 2 2
=@ =e" - =e"2y.
8 )
f'(p=pE)Inp+pdnp) = l-lnp+p-; =lnp+1.
h)
= (¢sint)' (1+ %) — (tsin)(1+12) _ (sint+rcost)(1+t2) — (tsing) -2t (1—)sint+(1+ %) cos ¢

(1+12)2 (1+12)2 (1+1%)2



Oppgave 02.06.
Beregn f'(a).
a) f'(x)=2%In2,s4 f'(1) =2In2.

b) f'(x) = 2% Inx+2*(nx)' = (2x1n2)lnx+2xl, sa
X

1 1 1
f'(e) = (2°In2)Ine+2°~ = (2°In2)-1+2°- =2°¢ (ln2+ —).
e e e

¢) Siden f(x) = ﬁ} = %x—llz, er
PR D VS V72 B . T
f(X)—z ( 2))6 4x 4\/;’
slik at 1 1
/ - — —
4 = = — = —,
I® 4v/43 4-8 32
: . . x°—-1 _ . o

d) Den inverse funksjonen til g(x) = Bl finner vi ved & lgse ligningen y = g(x)
med hensyn pa x:

_x -1

x5+l

yxP+1) =x" -1
Py-D=-1-y
5 = I+y
I-y

1+y)1/5

1-y)

Detvilsi, f(x) = (l-i-_x) , 0og derved

, L(1+x\Y5 0 (1+x) 1(1+x\7"5 2
flo=-[— ==z —
511-x 1-x 511—-x (1-x)
slik at n
) 1( 3 )‘ 2 2 a5 2 2
@ 5\-1 (-1)2 5( ) 5(-3)45  5y/81



e) Ved implisitt derivasjon gjelder
1 1
;.y1+2_?‘(y2)/+y/:1
l.y,+é.y’+y,:1
y y

Vi setter inn x =5+ e og y = e og far

(1+4+1) =1
e e y_



Oppgave 02.07.
La y = log,. x. Da er (a?)” = x. Det vil si, a®/ = x. Vi tar logartimen med a som
grunntall pa hver side av denne likheten:

1
2y =Ilog,x slikat yzilogaleogaxl/zzloga\/}.



Oppgave 02.08.
Vi har per definisjon at

u+tv _
sinh(u+v) =

—u-v

P& den andre siden er

u u

et —el e”+e”’+e”—e”’ et+e”
2 2 2 2

sinh ucosh v+ coshvsinhu =

1 _ _ oy - _ _ _y —
:—(e”e”+e”e Ve e’ —e“eV+ele +ele e Ve —e Ve ”)
UtV _ o= U=V

2

1 e
= Z(Ze“e” —2e‘”e‘”) =

Dette viser likheten.



Oppgave 02.09.
a)

Det er klart at

* Ved ¢t =0 er verdien f(0) = 800000.
* Ved ¢t =1 er verdien f(1) = 800000 —800000-0.10 = 0.90 - 800000.
* Ved t =2 erverdien f(2) = f(1) - f(1):0.10=0.90f(1) = (0.90)2800000.

e Ved ¢ =3 erverdien f(3) = f(2) — f(2)-0.10 = 0.90 £ (2) = (0.90)3800000.

Og sa videre. Vi kan derfor bruke funksjonen
f(£)=800000-(0.9)".

(Faktisk, siden det alltid skal gjelde at f(z+1) = 0.9 f(¢), er dette det eneste
mulige valget for f.) Det gir spesielt at

f(2.3) =800000- (0.9)** =~ 630000.

b)
f'(£) =800000-(0.9)In0.9 = f(£)-1n0.9

slik at
f’(2.3) = f(2.3):1n0.9 = 630000 -1n0.9 = —66 000.

Den avtar altsd med hastighet 66 000 kroner per ar akkurat i dette gyeblikket.

Til sammenligning er 10% av f(2.3) lik 63000, altsd noe mindre. Det kommer av
at 63000 er en gjennomsnittlig hastighet gjennom et ar som starter ved ¢ = 2.3.
Siden den gyeblikkelige hastigheten avtar gjennom dette aret, vil den gjennom-
snittlige hastigheten veere mindre enn f'(2.3).



Oppgave 02.10.
Hoydeforskjellen er

d
f(d/2)— f(0) = Acosh(pd/2) — Acosh(0) = A(cosh% - 1).



Oppgave 02.11.

La Ag og Ag veere amplitydene ved de to skjelvene, slik at

logq ﬁ?B =8 og log, Ao +B=9.
T T

Daer A A A9l T A
9 8 9 9
IOgIO ? +B - (loglo 7 + B) = 10g10 m = loglO A_8 =1
slik at A
=2 10" =10.
Ag

Det vil si, bolgehgyden er 10 ganger sa hay ved 9-skjelvet som ved 8-skjelvet.



Oppgave 02.12.

satelitt

o P

L]
O S
Jorden ‘

a) Trekanten AOPQ er rettvinklet, vinkelen ZOQP = 0/2 og hypotenusen OQ
har lengde (R + h). Derfor er

in0/2) = ——.
O = 2

Nar vi lgser denne ligningen med hensyn pé h far vi

(R+h)sin(@/2) =R
hsin(@/2) = R— Rsin(0/2)

1-sin(6/2) ( 2] )
h=R-———— =R|csc——1].
sin(0/2) 2
b) Siden
@: '—cosgsing—(l—sing)cosg'1: (_cos(H/Z))'l
dao sin? ¢ 2 sin?(6/2)) 2’

2

er den sgkte hastigheten

sin?(71/6)

R(_ cos(n/G))__E V3/2 __RV3

2 2 (1/2)2



3.
Oppgave 02.1
a)

b)




c)

0,5

-0,5

+

d




