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iv Innhold

Nedenfor er et diagram som viser avhengigheten mellom kapitlene i hoved-
teksten til Kalkulus og linear algebra, 2. utgave 2025 (bind | og II). I dette
heftet referer vi til disse kapitlene ved kapittel nummer og bindnummer.

Bind I, kap. 1
Grunnlagsstoff

+

Bind I, kap. 2
/ Funksjoner \\
Bind I, kap. 8 Bind I, kap. 5 Bind I, kap. 3
Kompl. tall Grenser/kont. Matriser/lign.
Bind I, kap. 6 Bind I, kap. 4
Derivasjon Vektorer
! * \
Bind 1, kap. 7 Bind II, kap. 1
Integrasjon Skalarfunk.
Bind I, kap. 9 Bind I, kap. 10 Bind I1, kap. 2
Diffligninger Rekker 7 Vektorfunk.
Bind 11, kap. 3 )
Kurver/flater
Bind 11, kap. 4
Int. skalarfunk.
Bind 11, kap. 5 Bind Il, kap. 6
Vektoranalyse Vektorrom
Bind Il, kap. 8 Bind Il, kap. 9 Bind Il, kap. 7
Kompl. v.rom "7 7| Laplace/Fourier| — * | Indreprod.rom




KAPITTEL 1

LINEZAR ALGEBRA

Jacobi-metoden

Jacobi-metoden er en iterativ metode for & lgse lineare ligningssystemer med n
ligninger og n ukjente. Vi starter med et eksempel pd hvordan metoden fungerer.
Betrakt ligningssystemet

10x1 — X2 + 2x3 = 6
2x1 — x2  + 10x3 = -10 D
—x1 + 1lxp -— X3 = 22
For & bruke Jacobi-metoden pa dette skriver vi systemet om slik at det blir
strengt diagonaldominant. Dette betyr at viforallei =1, ..., n skal ha
laii| > Z|aij|
J#i

der a;; er elementene i systemets koeffisientmatrise. Absoluttverdien av ele-
mentene langs diagonalen i koeffisientmatrisen skal altsd veere strengt stgrre
enn summen av absoluttverdeiene til de gvrige elementene pa samme linje i
matrisen. For systemet ovenfor kan vi fa dette til ved & bytte ligning 11 og I11:

10x1 — X2 + 2x3 = 6
—x1 + 1lxp -— X3 = 22
2x1 — x2 4+ 10x3 = -10

Selvsagt kan ikke alle ligningssystemer skrives slik at de blir strengt diagonal-
dominante, men det gikk altsa i dette tilfellet. Etter & ha fatt systemet pa strengt
diagonaldominant form, kan vi for enkelthets skyld dividere hver ligning pa
diagonalkoeffisienten a;;. | eksemplet vart gir dette

X 1 2 X
1 1

1 1
51 — ggx2 + x3 = -1

N olw
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Sé lgser vi med hensyn pa leddene langs diagonalen:

3 1 2

o= 5+ Y2 103
1 1

X2 = 2+ qpa s
1 1

x3 = —1l—gx1+ 5%

Vi er na klare til & starte den iterative lgsningsprosessen. Vi starter med en

tilfeldig gjetting, vi velger x(o) = xéo) = xéo) = 0, og oppdaterer ved hjelp av
(k+1) (k) 2 (k)
X §+ 1o X'~ 1573
Y= 24 11 o+ 1—11x(k)
(k+1) (k) (k)
X3 = —1-3x +qpx

| forste steg far vi

@ 3, 1 2 _ 3
X1 5+t 0-1-0 = 3
@O 1 1 _
X0 = 2+4 0440 = 2
@G 1 1 _
X3 = —Lil—-5" 0 —0 0 = -1

Sa fortsetter vi pA samme mate. Vi bestemmer oss for et visst antall desimaler,
og iterterer til vi har stabilitet opp til ngyaktigheten dette tilsvarer. Hvis vi
velger fire desimaler, far vi

<2) _ %4_%.2_1_20.(_1) ~ 1

xf) = 2+ & -3+4&-(-1) ~ 19636

B O I XY,

¥ = 344.19636-2-(-092) ~ 0.9804
x§3> = 24+ ﬁ 14 1_11 - (—0.92) ~ 2.0073
) = —1-%.14 1% 19636 ~ —1.0036
oY = 841.20073-2.(-1.0036) ~ 1.0015
P = 24 1.09804+ L. (-1.0036) ~ 1.9979
x§4) - _1— % .0.9804 + 1_10 .2.0073 ~ —0.9954

Regner du ut flere steg, vil du se at lgsningen stadig narmer seg
()C]_, X2, -x3) = (11 27 _1)1

som er den eksakte Igsningen av systemet (1). Faktum er at siden systemet vart
kunne skrives om slik at det ble trengt diagonaldominant, vil dette skje uansett
hvilken gjetting (x{o), xéo), x30)) vi starter med. Vi skal na se hvorfor.
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Konvergens av Jacobi-algoritmen

La oss studere hva som skjer nar vi bruker Jacobi-metoden pa et ligningssystem
AX=Db )

der A er en strengt diagonaldominant (n x n)-matrise. Her kan vi uten tap
av generalitet anta at alle diagonalelementene a;; i matrisen A er 1, jamfar
divisjonstrikset i eksemplet. Likning (2) kan skrives

X=b+ (I — A)X 3

der I er identitetsmatrisen av starrelse (n x n). Sjekk dette ved & multiplisere
x inn i parentesen. Likning (3) gir grunnlaget for iterasjonen i Jacobi-metoden.
Vi starter med en gjetting x© og regner s& ut x**V for k > 0 ved & bruke

xED =+ (1 — A)x® 4)

Atenvektor x € R" lgser (2) er ekvivalent med at x er et fikspunkt den iterative
prosessen: Hvis x,, laser (2), far vi x¥*1 = x. Sagt p& en annen méte: Hvis vi
definerer

F:R" > R”

ved
FxX)=b— (I —A)Xx 5)

sa lgser x ligning (2) hvis og bare hvis
F(X) =x

Konvergensresultatet vi er ute etter, falger nd fra en variant av Banachs fiks-
punktteorem fra bind Il (teorem 2.8.1). | dette teoremet brukte vi den vanlige
normen
il € @t D2

for vektorer i R”, som vanligvis bare skrives |x|. Her og na er det imidlertid
bedre & bruke den sékalte sup-normen ||x||» for vektorer. Med denne normen
er «starrelsen» av en vektor X = (x1, .. ., x,,) definert som det starste tallet man
far nar man tar absoluttverdien |x;| av komponentene i x. Altsa

def
Xl[lo = maxi{|xi, ..., |xal}

Vi kan sé definere begrepet kontraksjon slik vi gjorde i definisjon 2.8.1 i bind
I, bortsett fra at vi na bruker sup-normen. Per definisjon blir da en funksjon
F : R" — R" en kontraksjon av R" hvis og bare hvis det fins et reellt tall
c € (0,1)slikat

IFX) = FWlloo < ¢~ 11X = Ylloo (6)
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TEOREM 1

TEOREM 2

for alle x, y € R”. Tallet ¢ kalles en kontraksjonsfaktor for F.

Fikspunktteorem for kontraksjoner under sup-normen

Anta at F : R” — R” er en kontraksjon med kontraksjonsfaktor ¢ under
sup-normen pa R”. Da har F et unikt fikspunkt x* € R", og uansett hvilket
startpunkt xo € R” vi velger for iterasjonen

Xk+1 = F(Xe)
vil falgen {x;}72, konvergere mot x*. For alle k € N har vi feilestimatet

k
@
6" = Xilloo < 7=

- [IX1 = Xolleo
@

Bevis Den eneste ikke-trivielle egenskapen ved den vanlige normen ||X|| som
ble brukt i beviset for Banachs fikspunktteorem i bind 11, var trekantulikheten:
[IX+Y]| < [IX]|+1ly||. Men denne holder opplagt for sup-normen ogsa: Siden

X+ Y)il = Ixil + 1yil,

falger at
[IX + Yoo < lIx[loo + [1¥lloo

Beviset fra bind 11 gar s& gjennom akkurat som for. m

For a vise konvergens av Jacobi-algoritmen holder det na & bevise at funksjonen
F gitt i (5) oppfyller (6).

Jacobi-iterasjonen er en kontraksjon under sup-normen

La A vare en strengt diagonaldominant (n x n)-matrise med diagonal-
elementer lik 1, og la b € R”. Da er funksjonen F : R" — R” gitt ved

FX)=b+ (I — A)Xx

en kontraksjon under sup-normen pa R”.

BeEvis LaB=1— A. Daer
F(X) — F(y) = (b+ Bx) — (b + By) = Bx — By = B(X —Y)
For & vise (6) holder det altsa & vise

IBX =Yoo < ¢ - [IX = Ylleo.
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og dette falger direkte hvis vi kan vise at
[1B(V)|loo < ¢+ [IV]loo

for alle v € R". Siden A er strengt diagonaldominant og har enere langs
diagonalen, oppfyller elementene b;; i matrisen B = I — A ulikheten

birl + -+ |bin| <1

forhveri = 1,...,n. Lac vere det starste av tallene |b;1| + - - - + |bin|, der
i=1,...,n Daerc<1,ogvifar

[(B(X))i| = |bizxy + - - - + binxn|
< 1bit] - [xal + - - + |bin - [xn]
= (Ibisl + -+~ + 1bin]) - X0
< ¢ X0

Siden dette holder fori =1, ..., n, folger at

[1BX)loo = ¢+ [|X[|cc

Kombinasjon av teoremene 1.1.1 og 1.1.2 gir oss na falgende:

Tilstrekkelig betingelse for konvergens av Jacobi-algoritmen

La A veare en strengt diagonaldominant (n x n)-matrise. Da konvergerer
Jacobi-metoden for ligningssystemet Ax = b mot en entydig lgsning av
systemet for alle gitte hayresider b € R” og alle startverdier x©.

Vi har ogsa teoremet under, som vi dropper beviset for. Dette teoremet gir
en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for konvergens av Jacobi-metoden.
Teoremet bruker begrepet spektralradius p(A) for en kvadratisk matrise A,
som per definisjon er den stgrste absoluttverdien (modulusen) som forekommer
blant alle egenverdier for A. Merk at vi her méa regne komplekst, slik at vi tillater
komplekse egenverdier. Merk ogsa at i teoremet inngar matrisen B = I — A,
som gir iterasjonen i Jacobi-algoritmen (3).

Kriterium for konvergens av Jacobi-algoritmen

La A veere en (n x n)-matrise. Da konvergerer Jacobi-metoden for lignings-
systemet AXx = b hvis og bare hvis p(I — A) < 1.
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Gauss-Seidel-metoden

Vi skal nd se pa annen iterativ metode for & lgse lineaere ligningsysstemer med n
ligninger og n ukjente, nemlig Gauss—Seidel-metoden. Forskjellen fra Jacobi-
metoden er at vi na hele veien bruker de nyeste verdiene av komponentene i den
ukjente vektoren x. Vi venter altsa ikke til alle komponentene har gatt gjennom
det aktuelle iterasjonssteget far de tas i bruk. La oss se pa det samme eksemplet
som vi brukte for Jacobi-metoden:

10x1 — x2 + 2x3 = 6
2x1 — x2 4+ 10x3 = -10 D
—x1 + 1llx, — X3 = 22

Prepareringen av systemet er akkurat som i Jacobi-metoden. Vi bytter farst om
ligning 2 og 3, slik at systemet blir strengt diagonaldominant:

10x1 — X2 + 2x3 = 6
—x1 + 1llx, — X3 = 22
2x1  — X2 + 10x3 = -10
Sa dividerer vi hver ligning med diagonalkoeffisienten og flytter over de gvrige
leddene: 1 2 3
X1 — fo¥2 + 13 E
—l—llxl + X2 - l—llxg 2
%)q - 1—10xz + x3 = -1
X1 = % + 1—10)62 — %X3
X2 = 2+ 1—11x1 + 1—11)(3
x3 = —-1-— %xl + %xz

Da er vi klare for & starte den iterative prosessen. Som far starter vi med
x{o) = xéo) = xéo) = 0, men na oppdaterer vi slik:

*+l) 3, 1. _ 2 (K
Xy = 51T 0% — 10%3
(k+1) 1 (k+1) 1 (k)
X5 = 24qx  + X3
(k+1) 1 (k+1) 1 (k+1)
X3 = —l-s5x 7+ 55

Merk forskjellen fra Jacobi-metoden: Vi bruker den nye verdien x{kﬂ) til &

finne xS, og s& bruker vi de nye verdiene x\* " og x{ Y til & finne x{* .

| farste iterasjon far vi

6h) 3,1 2

X = 5T 0-10 - 5
D 1.3, 1 4
X = 2+4q 5+ 0 = 20545
6H) 1.3, 1 - 4
x3) = —1—g-3+4 1520545 = 0.9146
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Igjen velger vi avrunding til fire desimaler. Neste iterasjon blir

P = 4L .20545- 2 .(-09146) ~ 0.9884
P = 24 4.09884+ L . (~0.9146) ~ 2.0067
) = —1-1.09884+4 & .20067 ~ -0.9970

Her ser vi at iterasjonene allerede er pa god vei til & konvergere mot den eksakte
lgsningen
(x1, x2,x3) = (1,2, -1)

Faktum er at Gauss—Seidel-metoden i de fleste tilfeller konvergerer raskere enn
Jacobi-metoden, noe som intuitivt sett er rimelig fordi vi tar snarveier ved &
bruke de nyeste oppdaterte verdiene underveis.

Konvergens av Gauss-Seidel-algoritmen

Vi skal nd se nermere pa hva som skjer nér vi bruker Gauss-Seidel-metoden
pa et ligningssystem
AX=Db €y

For enkelhets skyld ser vi farst patilfellet der A er en (3 x 3)-matrise, tilsvarende
eksemplet vart. Iterasjonen i eksemplet kan skrives slik:

LD 0 ®) ®)

1 b1 — a12xp; = — ai13xj
1 1
x§k+ )| = b2:| + —azlxik+ ) +0— aggxék)
x§k+l) b3 —aglxikﬂ) _ aazxék“) +0

(k+1) (k)

b1 0 0 07[x 0 —az —az] | ™
= |:b2 :| + |: —any 0 0:| x§k+1) + |:0 0 —an3 j| xék)
b3 —az1 —azz O0J [ (D 0 0 0 N

Dette kan vi ogsa skrive slik:
xw+b

k
1 0 O 1 by 0 —app —ais xi :
|:a21 1 0 xékH) = |:b2 :| - |:0 0 —az3 :| xék)

az1 az 1 xé"“) b3 0 O 0 xé")
Altsé
LX*D —p — yx® 2)
der
1 0 O 0 —ap —ais
L:|:a21 1 0:| 0g U=|:O 0 _a23:|
az1 azxp 1 0 0 0

Matrisen L er nedre trianguleer, mens U Kalles strengt gvretrianguleer fordi
den er gvretrianuleer og har kun nuller langs diagonalen. Merk at

A=L+U
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TEOREM 1

TEOREM 2

Matrisen L har determinant 1 og er inverterbar. Multiplikasjon med L~ p&
begge sider i (2) gir

x&D = 71 — Ux®)
=L — @ tu)x®

Her har vi fatt skrevet iterasjonen i Gauss-Seidel-metoden pa formen
xk+D ' _ gy®
tilsvarende ligning (4) i seksjonen om Jacobi-metoden, men nd med
b'=L"tb

og
B=-L"'U

som iterasjonsmatrise i stedet for
B=I1—-A

som vi hadde i Jacobi-metoden. | full analogi med teorem 1.1.4 for Jacobime-
toden har vi na dette teoremet, som vi dropper beviset for:

Kriterium for konvergens av Gauss—Seidel-algoritmen

La A vere en (n x n)-matrise. Da konvergerer Gauss—Seidel-metoden for
ligningssystemet Ax = b hvis og bare hvis p(—L~1U) < 1, der vi har
splittet A = L + U med L nedretrianguleaer og U strengt gvretrianguleer.

Videre har vi fglgende analogi til teorem 1.1.3. Ogsa her dropper vi beviset.

Tilstrekkelig betingelse for konvergens av Gauss—Seidel

La A veare en strengt diagonaldominant (n x n)-matrise. Da konvergerer
Gauss-Seidel-metoden for ligningssystemet Ax = b mot en entydig lgsning
av systemet for alle gitte hayresider b € R” og alle startverdier x©.

For & fa et klart bilde av hvordan Gauss—Seidel-algoritmen fungerer, er det lurt
a regne noen enkle eksempler for hand. Disse finner du massevis av pa nettet,
for eksempel pa YouTube. For praktiske anvendelser benytter man selvsagt
programvare som implementerer metoden.
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Affinavbildninger

DEFINISION 1

Affinavbildning

En funksjon F : R" — R™ kalles en affinavbildning hvis det fins en
(m x n)-matrise A og en vektor b € R slik at

F(x) = Ax+Db for alle x € R”,

Vi sier at A er matrisen til F og at b er konstantleddet.

En linezrtransformasjon er altsa en affinavbildning med konstantledd b = 0.

Du kan forestille deg at det en affinavbildning gjer med en vektor x, foregar i
to trinn:

e Farst gjor F en linezrtransformasjon av X, slik at x blir til Ax.

o SA legger F til en konstant vektor b pa resultatet, slik at hele bildet trans-
lateres med vektoren b.

En affinavhildning f : R — R er altsa det du helt siden ungdomstrinnet har
kalt en lineaer funksjon, fordi den vil veere pa formen

fx)=ax+>b

der a og b er reelle tall. Her betrakter vi na det reelle tallet @ som en (1 x 1)-
matrise. Altsa er terminologien litt inkonsekvent her; en linezr skalarfunksjon
f : R — Rerikke en linezrtransformasjon fra R til R.
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Banachs lemma

DEFINISJION 1

Vi starter med litt repetisjon fra seksjon 2.7 i bind Il. Normen ||A|| av en
(n x n)-matrise A er definert ved

Al =

Normen ||A|| er altsd det samme som lengden av vektoren du far hvis du leser
matrisen A linjevis og slér alle linjene sammen til en vektor med n2 komponen-
ter. Hvis x er en vilkarlig vektor i R”, har vi da (oppgave 1.4.1)

|AX] < [|A]] - |x|

Altsa: Ingen vektor x kan fa lengden sin strukket med mer enn faktoren || A|| nar
den multipliseres med matrisen A. Hvis x £ 0, gir divisjon med |x| i ligningen
ovenfor

|AX]|

—— = lAll
x|

Denne gvre begrensningen gjar at falgende definisjon blir meningsfull:

Operatornormen til en matrise
Operatornormen | A| til en (n x n)-matrise er definert ved

A
|A] =sup{% | X € R” inkatx;éO}

Merk at vi skriver operatornormen |A| med vertikale streker, akkurat som vi
0gsa gjer med lengden av vektorer. | definisjonen ovenfor er altsa | Ax| lengden
av vektoren AX, mens |A| er operatornormen til matrisen A. Hva de vertikale
strekene betyr, kommer altsa an pd om de star rundt en matrise eller en vektor.

La Ag, A1, A2, ... vare en fglge av (n x n)-matriser. Vi sier at matrise-
rekken Ag + A1 + Ao + - - - konvergerer mot (n x n)-matrisen B hvis vi har

lim ((A0)ij + (Aij + (A2)ij + -+ + (An)is) = Bij
N—oo
foralle 1 <i, j < n. Viskriver i s fall

Ao+ A1 +A2+---=8B
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La 7 veere identitetsmatrisen av stagrrelse (n x n). | oppgave 1.4.3 blir du bedt
om 4 vise at hvis A er en matrise med operatornorm |A| < 1, sd er matrisen
I — A inverterbar, og vi har

I—A)T=T+A+A2+A%+... (1)

Merk analogien med teorem 10.1.1 i bind I om summen av en vanlig geometrisk
rekke.

Banachs lemma
La A og B vaere (n x n)-matriser, der B er inverterbar. Hvis vi har

|IB — A| < |B~Y|71, sd er A ogsé inverterbar. Videre har vi
. 1B~
| <
1-— |B_1| -|B = A

|A

Bevis Ved oppgave 1.4.2 i fgrste ulikhet og antakelsen
|B— Al < |B~H™
i andre ulikhet, far vi
IBH(B—A)| < B! |B-Al <1
Dermed vet vi at matrisen
I—-BY(B-A)

er inverterbar. Innsetting i (1) gir

2
I =B YB-A)=|I+BYB-A)+ [B’l(B - A)] 4o ‘

2
<1+ |BYB—Al+ [lB’1||B _ A|] T
B 1
" 1—|B7L|B - A|

Her brukte vi oppgave 1.4.2 ved andre ulikhet og formelen for sum av en vanlig
geometrisk rekke (teorem 10.1.1, bind 1) ved siste likhet. Ved antakelsen om at
B~ fins, kan vi skrive

A=B—(B—A)=B(I-BYB-A4)

Altsé
A= -BYB-A) B,
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der vi brukte formelen

(MN)yt=N"mt

fra oppgave 3.6.5. Bruk av oppgave 1.4.2 enda en gang gir da

IA7Y < |1 = B7YB - A)7Y B

Kombineres dette med ulikheten for |( — B~1(B— A))~1| som vi fant ovenfor,
faller teoremet rett ut. m

18 OPPGAVER

La A veere en (n x n)-matrise. Vis at for alle x € R” gjelder
[AX] < [IA]] - |X]
(Hint: Bruk at hver komponent i vektoren Ax er skalarproduktet
av x med en linjevektor i matrisen A.) Vissd at |A| < ||A]l.
La A og B veere (n x n)-matriser.
a) Visat hvisx € R", sder |[(AB)X| < |A| - |B]| - |X|.
b) Vis at hvis x € R", sder |(A + B)X| < (|A| + |B]) - |X].
c) Visat |[AB| < |A|-|B| og |A+ B| <|A|+ |B|.
La A veere en kvadratisk matrise slikat |A| < 1, 0g la I vere
identitetsmatrisen. Forn > 1,1a 8, =1 + A + A2+ .- + A",
a) Visat (I — A)S, =1 — A",
|A|n+l
1-1A1
c) Vis at for hver kombinasjon ij er falgen {(S,)ij};2, en

Cauchy-falge. Bruk dette til & vise at det fins en matrise
Sslikat lim S, = S.
n—oQ

b) Vis at hvis m > n, har vi [(S,)i; — (Sp)ijl <

d) Vedalan — ooipunkta),visat (I — A)S = 1.
e) Vis at matrisen I — A er inverterbar, og at
I-AT=T4+A+A2+A%+...

I denne oppgaven skal vi utlede en m-dimensjonal versjon
av resultatet i oppgave 3.3.2. Hvis du ikke har gjort den, kan det
veere lurt & gjgre den for du starter pa denne. La U € R” vere
apen og konveks, og laF : U — R™ veere en deriverbar funksjon
slik at

IFy) —F| < Mly-X|

forallex,y € U, der M er etkonstant tall. De verikale strekene pa
venstre side er operatornormen til en matrise, se definisjon 2.7.1.

a) Lar(t) =x+1t(y —x)og G(t) = F(r(¢)). Vis at

G'(1) = F(r)y —x),
og bruk dette til & vise at

G'(t) = (F(r@®) — F )y —x) +F )y —x)

b) Vis at nér vi definerer integralet komponentvis, er
F(y) — F(x) = /01 G'(t)dt
c) Vis at fol G'(t)dt kan skrives
F OOy —x) + /Ol(F/(r(t)) —F o)y —x) dt
d) Visat |F(y) — F(x) — F'(x)(y —x)| = I, der
1= ‘ /Ol(F/(r(t)) —FX) - (y—xdt

e) Vis at

1
15A|Hmm—Pa»w—Mdn

der [F'(r(¢)) —F'(x)| er operatornormen til F'(r(z)) —F'(x).
f) Vis at

1
ISM/ [r(t) — x| -y —X| dt
0

g) Forklar hvorfor r(t) — x = #(y — X), og bruk dette til & vise
at

I < M| x|
=5 y
h) Vis atvi foralle x,y € U har
M
[F) = FOO = F'00y =0l < Sy = x[*
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Normale transformasjoner

TEOREM 1

Alle eksterne referanser i denne seksjonen er til bind I1.

Fra teorem 7.4.2 vet vi at symmetriske, reelle matriser har en ortonormal egen-
basis. Dette betyr at alle reelle, symmetriske matriser er ortogonalt diagonali-
serbare.

I det komplekse tilfellet er hermitiske transformasjoner/matriser en naturlig
analogi til reelle, symmetriske transformasjoner/matriser. Videre er unitere
transformasjoner/matriser en naturlig analogi til ortogonale, reelle transforma-
sjoner/matriser. Fra teorem 8.3.9 vet vi at alle hermitiske transformasjoner/
matriser er uniteert diagonaliserbare, noe som klaffer med disse analogiene.

Likevel er det en forskjell. Hvis A er en reell matrise som er ortogonalt
diagonaliserbar, har vi

A= PDP",

der P er en ortogonal matrise. Dette gir
AT=(PDP") =(P")'D'PT=PDP" = A,

sa A er ngdvendigvis symmetrisk. Med andre ord har vi falgende teorem:

Ortogonal diagonaliserbarhet for reelle matriser

En reell kvadratisk matrise er ortogonalt diagonaliserbar hvis og bare hvis
den er symmetrisk.

En analogi til denne ekvivalensen mangler vi for hermitiske matriser. Selv
om alle hermitiske matriser er unitert diagonaliserbare, er de ikke de eneste
komplekse matrisene med denne egenskapen. Det viser seg at det fins matriser
som er uniteert diagonaliserbare og ikke hermitiske.

For afa en naturlig avrunding av den komplekse teorien var skal vi derfor innfare
nye begreper. Vi skal definere begrepet normal linegrtransformasjon og det
tilhgrende begrepet normal matrise. Klassen av normale transformasjoner/
matriser inneholder hermitiske transformasjoner/matriser som spesialtilfeller.
Hovedresultatet i denne seksjonen er teorem 1.5.6, som sier at en transformasjon
har en ortonormal egenbasis hvis og bare hvis den er normal. Dette teoremet
viser dermed ogsa teorem 8.3.9 fra forrige seksjon, som vi utsatte beviset for.

Men far vi kommer til teorem 1.5.6, ma vi utvikle litt mer teori. Farst skal vi
beskrive den transformasjonen som tilsvarer den adjungerte av en gitt matrise.
Vi begrenser oss i hele denne seksjonen til endeligdimensjonale vektorrrom.
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TEOREM 2

Den adjungerte av en transformasjon

LaT : V — V vere en lineertransformasjon av et endeligdimensjonalt
komplekst indreproduktrom inn i seg selv. Da fins det en entydig bestemt
linegrtransformasjon 7* : V. — V, kalt den adjungerte til 7', som oppfyl-
ler

(u, T*(v)) = (T (u), V) foralleuogviV.

Hvis B er en ortonormal basis for V, sa er matrisen [7*] til 7* i basisen
B den adjungerte av matrisen til 7', altsa

[T*]p = (T1p)*

Bevis Siden V er endeligdimensjonalt, vet vi at V har en ortonormal basis B.
LaT*:V — V vare transformasjonen definert ved at

[T"]s = (T]»)"
Hvis u og v er elementer i V, sa er
(u,v) = [ulz[vls
ved teorem 7.1.3. Dette gir
(T, V) =[TWIzIVls = (T1sluls)*[Vls
= [ulz(T1p)"[Vls
= [UlE[T*W]s = (u, T*(v))

Dermed har vi vist at det eksisterer en linesrtransformasjon med egenskapen
beskrevet i teoremet. For & vise unikhet, antaat S : V — V er en annen
lineaertransformasjon som i likhet med 7* oppfyller

(u, S(v)) = (T (u), v) foralleuogviV.

Daer
(U, S(v)) = (T (u), V) = (u, T*(V))

foralleuogvi V. Ved teorem 7.1.2 betyr dette spesielt at vektorene S(v) og
T*(v) vil ha samme komponenter i en ortonomal basis for V. Da er de like.
Siden v € V var vilkarlig, har vivistat S = 7*. m

Transformasjonen T*, som forrige teorem gir oss eksistensen av, kalles altsé
for den adjungerte transformasjonen til 7. Merk at siden

M5*=M



TEOREM 3

DEFINISJON 1

SEKSJON 1.5 Normale transformasjoner 15
for matriser, falger det fra dette teoremet at
(T =T
for alle transformasjoner 7. Det gar ogsa an a vise dette direkte fra betingelsen
(u, T*(v)) = (T (u), v)

uten & trekke inn matriser.

Neste teorem viser at klassene av hermitiske og unitere linezrtransfor-
masjoner begge kan beskrives ved enkle kriterier knyttet til den adjungerte av
transformasjonen.

Hermitiske, uniteere og adjungerte transformasjoner

LaT : V — V vere en lineertransformasjon pa et endeligdimensjonalt
komplekst indreproduktrom V. Da gjelder

(1) T er hermitisk hvis og bare hvis T = T*.

(2) T er uniter hvis og bare hvis 7-1 = T*,

BEvis (1) Dette folger fra teorem 1.5.2 kombinert med definisjonen 8.3.1 av
en hermitisk transformasjon.

(2) Dette falger fra teorem 8.3.6 kombinert med teorem 8.3.7. m

Vi skal na definere en klasse transformasjoner som inkluderer bade hermitiske
0g uniteere transformasjoner som spesialtilfeller.

Normale transformasjoner og matriser

En linezrtransformasjon 7 : V — V pa et endeligdimensjonalt komplekst
indreproduktrom kalles normal hvis

T*oT =T oT*,
altsd hvis T*(T(v)) = T(T*(v)) foralle vi V. En (n x n)-matrise M

kalles normal hvis
M*M = MM*

Na& har vi fglgende sammenhenger:
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TEOREM ¢4 Betingelser som sikrer normalitet

LaT : V — V vere en lineartransformasjon pa et endeligdimensjonalt
komplekst indreproduktrom V, og la B veere en ortonormal basis for V.. Da
gjelder:

(1) Hvis T er hermitisk, sa er T normal.
(2) Hvis T er uniteer, sa er T normal.

(3) T er normal hvis og bare hvis [T]z er normal.

BEvIs (1) Hvis T er hermitisk, sa gir teorem 1.5.3 at
T*oT =ToT=ToT*
(2) Hvis T er uniter, sa gir teorem 1.5.3 at

T*oT =T 1toT
=I=ToT '=ToT*

(3) Ved teorem 1.5.2 i fjerde overgang fas

Ternormal < T*oT =ToT*

— [T*oTlg=[ToT*]s

< [T71s[T]s = [T1[T"]s
= (T1p)"[T]s = [T1s(T]p)"
—

[T]1p ernormal. m

TEOREM 5 Egenvektorer for normale transformasjoner

LaT : V — V veere en normal transformasjon pa et n-dimensjonalt kom-
plekstindreproduktrom V, og antaat v er en egenvektor for 7 med tilhgrende
egenverdi A. Da gjelder:

(1) Vektoren V er en egenvektor for 7* med egenverdi A.

(2) Mengden
U={ueV|(uv) =0}

er et underrom av V med dimensjonn — 1. Hvisu € U, er T(u) € U
og T*(u) € U ogsa.
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Bevis (1) Vi har

IT (V) — AV = (T'(V) — AV, T(V) — Av)
= (T V), T(V)) 4+ AV, V) — A(T(V), V) — A{v, T(V)),

0g pa samme mate
IT*(v) = AV[|Z = (T*(v) = AV, T* (V) — AV)
= (T*(V), T*(V)) + 2A{V, V) — A(T*(V), V) — A(v, T*(V))
Teorem 1.5.2 gir for alle w € V relasjonene

(T (V), W) = (v, T*(W))
(v, T(W)) = (T*(v), w)

Bruk av disse samt normalitet av 7 gir n3, med w = T (v) i farste overgang:
(TW), T(V) = (v, T*(T(V)))
= (v, T(T*(V)))
=(T*(v), T*(V)),

der vi i siste overgang brukte (v, T'(w)) = (T*(v), w) med w = T*(v). Setter
du disse tre resultatene inn i de uttrykkene vi fant rett ovenfor, far du at

IT (V) — AV = | T*(v) — 2v|?

Det falger direkte av dette at 7'(v) — Av = 0 hvis og bare hvis 7*(v) — Av = 0,
sa (1) er bevist.

(2) La S veere underrommet utspent av kun v. Dette rommet er 1-dimensjonalt,
og U er det ortogonale komplementet S+ til S. Det fglger nd fra teorem 7.3.1 i
kompleks tolkning at U er et underrom av V, og at dimensjonen til U ern — 1.
(Se oppgave 7.3.10). Hvisu € U, far vi

(v, T(w) = (T, V)

= (U, T*(V))

= (U, Av) (ved punkt 1)
= (Av,u) = A(v, u) =0,

siste overgangsiden (v, u) = 0. SAT (u) € U. Siden (T*(u), V) = (v, T(u)) =
0, folger ogsa at T*(u) e U. m
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OPPGAVER

TEOREM 6

Normale matriser og ortonormal egenbasis

LaT : V — V vere en lineertransformasjon pa et n-dimensjonalt kom-
plekst indreproduktrom V. Da har T' en ortonormal egenbasis hvis og bare
hvis T er normal.

Bevis Anta at 7 har en ortonormal egenbasis B. Da er matrisen [T]p en
diagonal matrise, og alle diagonale (n x n)-matriser er normale.

For & vise den motsatte implikasjonen skal vi bruke induksjon pa dimen-
sjonen n av vektorrommet V. Forn = 1 er pastanden triviell, fordi da vil enhver
vektor v # 0 veere en egenvektor for 7.

Anta nd at implikasjonen er vist for forn = k. LaT : V — V vere en
normal transformasjon pa et vektorrom av dimensjon n = k + 1. Ved teorem
8.1.1 har T en egenverdi A og en tilhgrende egenvektor v. Siden vi kan dele v pa
dens lengde, kan vi anta at ||v| = 1. La U veere det ortogonale komplementet
til underrommet utspent av v. Ved teorem 1.5.5 er da dimensjonen til U lik
k,og hvisu € U, er T(u) € U. Det siste medferer at vi kan definere en
linesertransformasjon S : U — U ved & sette S(u) = T(u) foralleu € U.
Vi lar indreproduktet pa U veere det samme som vi har nar U betraktes som et
underrom av V. Ved teorem 1.5.2 har vi da

(S(u),v) = (T (u),v) = (u, T*(v))
for alle u og v i U, og det fglger ved unikhetsegenskapen i nevnte teorem at
S*(u) = T*(u) foralleu € U. Siden T = T*, er dermed S = S*, s S er
normal. Ved induksjonshypotesen fins derfor en ortonormal basis {b1, ..., b}

for U bestdende av egenvektorer for S. Men siden v har lengde 1 og star
vinkelrett pa alle vektorene b;, blir da samlingen

{V, bl, e, bk}

en ortonormal basis for V bestaende av egenvektorer for 7. m

1. Vis at hvis M er en normal matrise, s er ogsa matrisen M? Angi 0gsa en uniter matrise U som diagonaliserer A.

normal.

2. En kvadratisk, kompleks matrise A kalles skjev-hermitisk hvis

A* = —A.
a) Vis at matrisen

b) Vis at hvis A er en skjev-hermitisk matrise, sa er A normal.

c) Vis at alle skjev-hermitiske matriser M er unitert diagona-
liserbare.

d) Vis at alle egenverdier for en skjev-hermitisk matrise er rent
imaginare.

3. Vis at en normal matrise er hermitisk hvis og bare hvis alle
egenverdiene dens er reelle.

er skjev-hermitisk. Finn en ortonormal egenbasis for A.



KAPITTEL 2

DIVERSE

Kvantemekanikk

Partikler og bglger i klassisk fysikk

I klassisk mekanikk (fra Newtons tid og fremover) har man formelen

1
E = ~mv?

> )

for den kinetiske energien (bevegelsesenergien) til objekt med masse m (kg)
og fart v (m/s) i et gitt referansesystem/koordinatsystem. Denne energien gir
mening & diskutere i forbindelse med bevaring av total mekanisk energi, for
eksempel nar en kule slippes fra hgyde / og faller fritt nedover med tyngdens
akselerasjon g. Se eksempel 7.1.2 i bind I. Nar kulen har nadd hgyde 0, har dens
potensielle energi mgh gétt over til kinetisk energi, s vi har mgh = (1/2)mv?.
Dette gir fart v = /2gh, som stemmer med det man far dersom man setter
(1/2)gr? = h, lgser med hensyn pé ¢ og setter inn i formelen v(¢) = s/(1) = gt
fra eksempel 7.1.2.

Pa den annen side regner man i klassisk mekanikk med at et objekt med
masse m og fart v har en bevegelsesmengde (impuls) p gitt ved

p=mv ()

| perfekte (elastiske) kollisjoner mellom objekter ser man at dersom v regnes
med fortegn, er summen av bevegelsesmengdene for de involverte objektene
bevart. Kombinasjon av (1) og (2) gir at vi i klassisk mekanikk har sammen-

hengen

2
E=1 3)

T 2m

mellom Kinetisk energi E og bevegelsesmengde p.
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Balger er i klassisk fysikk noe helt annet enn materie, altsd materielle
objekter som kuler og partikler. En bglge med bglgelengde A og frekvens f kan
representere noe som forplanter seg. Den kan modelleres ved en trigonometrisk
funksjon, for eksempel

cos [271(;% —f- t)] 4

Her er x posisjon (meter), ¢ er tid (sekunder) og f er frekvensen, altsa antall
balgelengder som passerer et gitt punkt x i lgpet av ett sekund. Eksempler pa
balger behandlet i klassisk fysikk er lysbglger, lydbglger og vannbglger.

Empirisk grunnlag for kvantemekanikken

Rundt ar 1900 hadde ulike eksperimenter tydelig vist at dersom man zoomer
ned til en lengde mindre enn omlag 1010 meter, sé er ikke lenger de materielle
objektene vi har rundt oss “kontinuerlige”. | stedet sd man at de bestar av
byggeklosser man etterhvert kalte atomer, i sin tur bygd opp av enda mindre
partikler kalt elektroner, protoner, ngytroner og sa videre.

Imidlertid var det mange ulgste problemer. Et av disse var knyttet til
den fotoelektriske effekten, nemlig at lys kan sla elektroner lgs fra metall-
overflater. Eksperimenter viste at farten til de frigjorte elektronene kun avhang
av lysets frekvens, og at lys med frekvens under en viss grense ikke slo lgs noen
elektroner. Som forklaring pa dette fremsatte Albert Einstein i 1905 hypotesen
om at lyset bestar av sma “lyskvanter” kalt fotoner, der hvert foton har energi

E=hf 5)

Her er f er frekvensen til lyset, og % er en konstant kalt Plancks konstant etter
fysikeren Max Planck. Forklaringen pa at lavfrekvent lys ikke klarer & sla lgs
elektroner, var da at slikt lys representerer en strgm av “slag” som alle er for
svake til & sl4 lgs et elektron. Malinger viste at & ~ 6.63-103* Js, der J (Joule)
er enheten for energi og s er sekund. Senere viste eksperimenter at hvert foton
i lys med bglgelengde A ogsé har bevegelsesmengde

p=nh/x (6)

i kollisjoner med elektroner. Dette viste at lys har en partikkel/bglgedualitet:
Noen ganger oppfarer det seg som bglger, f.eks. ved at det gir interferensmgnstre
som bglger pa vann. | andre sammenhenger oppfarer det seg som en stram av
partikler med energi E = hf og bevegelsesmengde p = /.

Kort etter oppdaget man at dette ogsa gjaldt omvendt vei: Partikler med
masse, som for eksempel elektroner, viste seg a ha bglgeegenskaper! Eksperi-
menter viste at en strem av elektroner med bevegelsesmengde p produserte
interferensmgnstre tilsvarende en bglge med bglgelengde

A=h/p



Figur 2.1.1 Prinsippskisse for
dobbelspalteksperiment med elektroner.
Elektroner med bevegelsesmengde p
sendes inn mot spalten ovenfra péa
figuren, og interfererer med seg selv
bak dobbelspalten. Langs de rade
kurvene er det konstruktiv interferens.
Der disse treffer detektorskjermen D,
blir det mange svarte prikker fra
elektrontreff. Neer midten mellom
punktene der de rade kurvene treffer
skjermen er det destruktiv interferens
og nesten ingen treff.
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og frekvens f = E/h, der vi har E = p2/2m med m som elektronmassen.
Videre viste eksperimenter med ekstremt lav intensitet at elektronene ikke inter-
fererer med hverandre, i istedet interfererer hvert elektron med seg selv! Dette
viser at nar elektroner med kjent bevegelsesmengde p gar gjennom noe som
produserer et interferensmenster, for eksempel en dobbelspalte, sa “er” ikke
elektronet noe bestemt sted, det er en utstrakt bglge. Farst nar elektronene se-
nere treffer detektoren bak spalten, blir deres posisjon bestemt. Da blir hvert
elektron en partikkel og produserer en prikk pa skjermen. Etterhvert som det
kommer flere elektroner, vil prikkene bygge opp et interferensmgnster der det
er striper med mange treff og fa treff vekselvis. Se figur 2.1.1.

Schrodingerligningen
Innsettingav 2. = i/p and f = E/h i (4) gir bglgefunksjonen

x — Et
g P =1

co
h

der h = h/2m. Hvis vi regner komplekst, tilsvarer dette

W(x, 1) = (P—ED/h _ pipx/h,—iEt/h e

Denne bglgefunksjonen tenker vi oss er en “materiebglge” som representerer
en partikkel (f.eks. et elektron) med bevegelsesmengde p og masse m, der vi
fortsatt har sammenhengen E = p?/2m fra (3). Derivasjon av (7) gir

A% iE
=——V og

e
e S

9x2 h
Ved a lgse disse to ligningene med hensyn pa W og sette uttrykkene lik hverandre,
far vi

hoow R 9Pw

iE 3t i2p? 9x2
Med E = p?/2m innsatt blir dette
. 2m QW 7% 92w
_pdneE _ o
p2 ot p? 0x?

Multiplikasjon med p? og divisjon med 2m gir

0w h2 92w
B

at  2m ox2?

Denne ligningen kalles schrddingerligningen for en fri partikkel, oppkalt etter
fysikeren Erwin Schrodinger (1887-1961).
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Men hva er det som “bglger”? Dette er et stort filosofisk problem, og
egentlig er dette problemet forsatt ikke lgst den dag i dag. Imidlertid foreslo
Max Born i 1927 en tolkning som regneteknisk sett fungerer, og som gir mening
til de eksperimentelle resultatene. Han foreslo at

W (x, 1)[?

tolkes som sannsynlighetstettheten for & finne partikkelen i punktet x ved tid
t hvix vi maler posisjonen til partikkelen, for eksempel ved en detektor bak en
dobbelspalte, som nevnt ovenfor. Hvis dette skal fungere, ma vi ha

o
/ |W(x,n)%dx =1  ved alle tidspunkter ¢ (8)
—00

fordi sannsynligheten integrert over alle mulige posisjoner x ma veere 1. Bglgen
(7) gir pa sin side

W (x, )2 = [l PFED/RZ =12 = 1

for alle (x, 1), sa den tilfredsstiller ikke dette. Det hjelper ikke & multiplisere
(7) med en normaliseringskonstant, integralet divergerer uansett. Den rene,
monokromatiske bglgen (7) representerer altsa et “ufysisk” grensetilfelle der
posisjonen til partikkelen er helt uskarp, altsa helt ubestemt. | praksis vet man
alltid noe om hvor en partikkel befinner seg. For & beskrive en slik delvis
lokalisert partikkel ved et valgt tidspunkt, kan vi bruke en kombinasjon av
monokromatiske bglger ¢/7*/" for ulike verdier av p, altsé et integral

1 o0 .
Y (x) = W / o (p)e'P*M dp 9)

Her kommer teorien for fouriertransform inn i bildet. Normaliseringsfaktoren
1/+/27h gir pen regning, som du gyeblikkelig skal fa se. Hvis vi substituerer

_2m  27p _p

A hh
i integralet ovenfor, far vi dp =hdw og

1
V2 Jh
Dette ser vi fra fourierteorien at blir korrekt hvis

1
N

Med definisjonen av F{vr (x)} innsatt gir dette

1 1 o —iwx
¢ (hw) = EE/WWW do

Vix) = ~7lfoo ¢ (hw)e' ™™ dw

¢ (hw) = —=F{Y ()} (w)
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Innsetting av w = p/h gir sd

1 o0 .
b0 = = f_ Y @e P dp (10)

Likningene (9) og (10) viser at ¥ (x) 0og ¢ (p) er et fouriertransformpar, skalert
med den felles faktoren 1/v/7.

Bolgepakker

Schradingerligningen er en partiell differensialligning. Hvis vi kjenner start-
tilstanden W (x, 0), kan vi finne W(x, r) for + > 0 ved & lgse ligningen. Man
kan vise at dersom W (x, 0) oppfyller normaliseringskravet (8) vil ¥ (x, 1) ogsa
gjare det, for alle ¢ > 0.

For & se hvordan dette fungerer, la oss ta et konkret eksempel. Den mono-
kromatiske bglgen (7) med en valgt bevegelsesmengde p = pg gir

W(x,0) = e'Pox/h

Dette er ikke en fysisk realiserbar initialtilstand, fordi (8) ikke er oppfylt. En
initialtilstand v (x) som oppfyller dette kan vi derimot fa dersom vi multipliserer
med en dempende gaussfunksjon for passende o > 0, slik:

1 _24.2
V) = Gyl e (11)

Substitusjonen u = xo 0g oppgave 4.8.22 gir nemlig

/Oo o) Pdx = — /Oo R T V2 =1
X X = e X = NN T =
00 21 J—o kY%

_ o o 21

Vi antar nd at vy (x) gitt ved (11) er initialtilstanden var, og vi gnsker & finne en
lgsning W (x, ¢) av schrédingerligningen slik at

V(x,0) =vy(x)
Dette blir analogt til sitasjonen i seksjon 9.10. Fra (7) vet vi at

W(x, 1) = & PXED/I _ pilpx—(p?/2m))/h

lgser schrodingerligningen for hver konstant verdi av p. Fra dette far vi, analogt
med seksjon 9.10, at den “uendelige lineerkombinasjonen” av slike lgsninger
gitt ved

1 o0 .
Ve = f (el lpr— 2 g (12)
—00

ogsa lgser schrodingerligningen. | kvantemekanikk kalles dette en bglgepakke.
Per konstruksjon oppfyller bglgepakken W (x, 0) = v (x), se (9).
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Innsetting av (11) i (10) gir (se oppgave 2.1.1)

202\ 1/4 2 2,72
d(p) = (W) e(P—p0)°oc/h (13)

Innsetting av (13) i (12), beregning av W (x, ¢) og deretter utregning av | W (x, t) |2
gir (se oppgave 2.1.1)

1 2
W(x, ) = —lx—=(po/m)t]=/2p (1) 14
[ (x, 1) ’—271,3(t)e (14)
der
2,2

2
Bt) =0 +W

kalles variansen til [ W (x, 1)|2. Merk analogien med eksempel 9.9.1 i bind I1. Vi
ser at sannsynlighetsfordelingen | W (x, #)|2 har sin topp for x = (po/m)t, slik at
den mest sannsynlige posisjonen for partikkelen beveger seg med farten pg/m.
Dette stemmer med formelen (2) for sammenhengen mellom bevegelsesmengde
og fart. Vi serat ogsd (0) = o2, og at B(r) sker med ¢. Fordelingen |W (x, 1)|?
blir dermed lavere og flatere med tiden. Se figur 2.1.2.

W (x,0)?

W (x, )]

Po g X
m

Figur 2.1.2 Tidsutvikling for bglgepakken fra r = 0 til et tidspunkt 7 > 0.

Heisenbergs uskarphetstrelasjon

Fra (11) far vi
1 2 /942
WP = == e/
V2mo?
| statistikk og sannynslighetsteori kalles denne funksjonen normalfordelingen
med standardavvik o > 0, varians o2 og sentrum 0. Fra (13) far vi

202 \1/2 2 22
()P = ¢(p) = (W) 2p—p0)?02/h
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Hvis vi setter o, = /20 kan dette skrives

2 2
ef(prfJ) /2‘71)

lp(p)I° =

2n0p

Dette betyr at |¢(p)|? ogsa er en normalfordeling. Denne har sentrum pg og

standardavvik "

o) = —
P 20

Huvis vi setter Ax = o 0og Ap = op, har vi
Ax-Ap=h/2 (15)

S& hvis standardavviket Ax til posisjonsfordelingen |y (x)|? blir sterre, blir
standardavviket til fordelingen |¢(p)|? av bevegelsesmengde mindre, og vice
versa. For partikkelen representert ved bglgepakken pa figur 2.1.2 er Ax ganske
liten ved r = 0, og deretter vokser den. Omvendt er Ap stor til & begynne med,
og reduseres nar ¢ gker. Merk her at valget av nullpunkt for tiden ¢ er helt
uavhengig av regningen vi har gjort. Hvis vi definerer ®(p, 1) ved

D (p, 1) W(x, e P gp

1 o0
21k /m

for et gitt tidspunkt ¢ > 0, sa erstattes (9) av

U(x,t) = O (p, e dp

1 o
A/ 2]'[71 /;oo
Balgefunksjonen @ (p, t) for bevegelsesmengde er altsa fouriertransformen av
posisjonsbglgefunksjonen @ (x, ) for partikkelen ved alle tidspunkter ¢ > 0.

I var utledning av (15) brukte vi (11) som initialtilstand. Heisenbergs
uskarphetsrelasjon, oppkalt etter fysikeren Werner Heisenberg (1901-1976),
sier at verdien /2 av produktet Ax Ap som vi fikk frem her, er den laveste man
kan fa uansett initialtilstand. Uskarphetsrelasjonen sier altsa

Ax - Ap >h/2

Poenget er, som beskrevet over, at posisjon x og bevegelsesmengde p tilsvarer
et fouriertransformpar. Se ogsa oppgave 9.9.1. Skal du ha stor ngyaktighet
i posisjonen x til en partikkel, altsd Ax liten, trenger du et bredt spekter av
bevegelsesmengder p. Altsd Ap stor. Skal du ha stor ngyaktighet i bevegel-
sesmengden p, altsd Ap liten, blir ngdvendigvis posisjonen til partikkelen mer
uskarpt bestemt, altsd Ax stor. | grensen AP — 0, nar vi nzrmer 0ss en ren
planbglge (7), har vi Ax — oo. Partikkelens posisjon blir da helt ubestemt.
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OPPGAVER

1. 1 denne oppgaven er malet & fylle inn mellomregningene som
leder frem til uttrykket (14) for | W (x, 1)/?.

a) Vis at innsetting av (11) i (10) gir
(27.[0,2)—1/4 e

A/ Zﬂh —00

X2/ oD)=i(p=po)x/h 4

d(p) =

b) Bruk integralformelen

o0
A2 B [T B2
/ oA Bx g [T B%/4A
NS A

2\ 1/4
d(p) = <20 ) 6*62(!7*1?70)2/712

nh?

til & vise at

c) Bruk b) sammen med (12) til & vise at

2 272, (2
Wx, 1) = c/ o720 P02 W tipx iR 2t
—0oQ

der
_ (ZGz/ﬂh2)1/4
B V2mh
d) Bruk substitusjonen
u = P — Po
h

i integralet fra c) etterfulgt av integralformelen fra b) til &
utlede (14).



KAPITTEL 3

TEORI UTELATT I HOVEDTEKSTEN

Cauchy—kriteriet for konvergens av falger

Vi skal her gi et bevis for teorem 5.1.4 i bind I.
Anta farst at fglgen {x,} konvergerer, la oss si mot x. Gittettall ¢ > 0.
Ved definisjonen av konvergens vet vi da at det fins et naturlig tall N slik at

lxp — x| < ¢g/2

narn > N. Hvis vi antar at bade n og p er starre enn eller lik K, far vi ved
hjelp av trekantulikheten

|xn _xpl = [(xp —x) + (x _xp)|

= |xn_x|+|xp_x|=

N| ™

Altsé er falgen {x,} Cauchy.
Omvendt, anta at {x,} er Cauchy, altsd at den oppfyller Cauchy—kriteriet
for konvergens. Ved & la ¢ = 1 i Cauchy-kriteriet, far vi da at det fins N slik at

[x, — xp| <1
foralle n, p > N. Dette betyr at alle leddene x,, i falgen oppfyller
x| <M +1

der M er den stgrste absoluttverdien som forekommer blant tallene x1, ..., xy.
Altsa er falgen var begrenset, og ved Bolzano-Weierstrass har den dermed en
delfalge {yx} som konvergerer mot et tall y. La & > O veere gitt. Siden {x,} er
Cauchy, fins det N slik at

[x, —xpl <&

foralle n, p > N. Siden delfglgen {yx} konvergerer mot y, kan vi velge et ledd
yp slik at
lyp — ¥yl < e/2
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0g p > N. Hvisn > N, gir trekantulikheten n

[0 — yI < 1Gn — yp) + p — W
£

&
f'xn_yp|+|yp_y|<§+§:8

Siden ¢ > 0 var vilkarlig, har vi vist at falgen {x,} konvergerer mot y. m

Resten av grenselovene

Her er bevisene for resten av grenselovene i teorem 5.3.2, bind 1.

Lov nr. 3 i tilfellets er

Gitt ¢ > 0. Ved trekantulikheten har vi

lf(0)g(x) —rs| = |[f(x) = rllg(x) — s+ r[g(x) — s]+s[f(x) — ]|
<|fx) =7l 1g(x) —s|+1r|-1g(x) —s|+Is| - [ f(x) — 7|

Vi vil ha dette mindre enn &, dvs. vi ma fa hvert av de tre uttrykkene i siste sum
mindre enn en passende e-brgk. La r veere det storste av tallene r, s og 1. Ved
antakelsene kan vi finne § > 0 slik at nar

|x —al <6,

er|f(x)—r|og|g(x) — s| begge mindre enn

3’
og dessuten mindre enn 1. Innsetting gir na at

&

&
[f(x)gx) —rs| < 5-1+ 7] - 3

+s] - =
Sl < E&.
3t

Siden ¢ > 0 var vilkarlig, falger resultatet.

Lov nr. 4 i tilfelletaecr

Vi antar farst f(x) = 1 foralle x. Daerr = 1. Gitte > 0. Vi far

s —g(x)
s - g(x)

s — gl

= 1
Is]- g ()l W

glx) s

‘ 1 1
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Vi ma ha dette mindre enn ¢. Siden g(x) — s, kan vi finne § > 0 slik at nar
|x —al <34,
sder
lg(x)] 1| |
X)) > =|S
& 2

09

1 2
lg(x) —s| < Ess

Innsetting gir at uttrykket (1) er mindre enn

1, 1
(5es9/(sl- Slsh =€

Hvis f(x) # 1, kan vi na skrive

fF&x) 1
e 7w
og bruke lov 3 til 4 fa at
f(x) 1 r
—>r.—-=-
g(x) s s

Lov nr. 51 tilfelleta er

Gitt ¢ > 0. Siden f er kontinuerlig i x = », ma f(x) — f(r) ndrx — r.
Ergo fins ¢t > Oslikatnar |x —r| < ¢, er

[f(x)=fnl<e

Og siden g(x) — r, fins § > Oslik at nar [x — a| < §, er
lg(x) —rl <t

Menisafallerjo|f(g(x)) — f(r)] <e.

Lov nr. 1-5 i tilfellet ¢« = +

Dette er helt tilsvarende bevisene i tilfellet a € R. Endringene som ma gjares,
er de samme hele veien: De fleste §-er ma erstattes med A-er, de fleste utsagn
av typen

[x —al <6
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ma erstattes med x > A (i tilfellet x — +00) 0g x < A (i tilfellet x — —o0),
og alle antakelser om x = a kan droppes. Som eksempel tar vi lov 5 i tilfellet
X — —0OQ.

Gitte > 0. Siden £ er kontinuerligix = r, ma f(x) — f(r)narx — r.
Ergo fins¢t > Oslikatndr [x —r| < ¢, er

[fx) = fl <e

Og siden g(x) — r, finsettall A slikatnarx < A, er
lg(x) —rl <t

Menisafallerjo|f(g(x)) — f(r)| <e. m

Teoremet til Kantorovitsj

I denne seksjonen skal vi bevise teorem 6.12.1 i bind I. Beviset str i stil med
teoremet; det er kronglete og sveert langt. Det er flott hvis du vil prgve & komme
deg gjennom det, men vaer advart om at du ma jobbe en del for & forsta noen av
overgangene.

Vi skal starte med et konkret eksempel som vil vise seg & vere fint &
sammenligne med. Anta at funksjonen vi vil bruke Newtons metode pa, er

f@)=32KkM® — 1+,

der K, M og ¢ er positive tall. Forklaring pa de sere koeffisientene kommer se-
nere. N& vet vi jo hvordan vi kan finne nullpunkter eksakt for denne funksjonen,
det blir & lgse en andregradsligning. Ved abc-formelen far vi at

1—4/1—-2KMe 1

= i D

er det minste nullpunktet for f(z), gitt at 2K Me < 1. Det andre nullpunktet

¢, fremkommer ved & velge pluss foran rottegnet, sa dette er starre. Vi ser at

begge nullpunktene er positive, og at f(0) = . Anta na at vi bruker Newtons
metode pa f(¢), med tg = 0. Vi har f'(t) = KMt — 1. Dermed blir

fO _,_ & _.
f1(0) 0—-1

n =t —

Alt i alt far vi né figur 3.3.1. Grafen mé se slik ut fordi koeffisienten foran r
er positiv, og begge nullpunktene er positive. Det farste estimatet 1 = ¢ for
nullpunktet er tegnet inn. Ved & tenke grafisk ser vi at fglgen 1, fra Newtons
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metode i dette tilfellet vil vaere voksende og oppad begrenset av nullpunktet 7_.
Altsa konvergerer fglgen {z,} mot z_.

20

1
I+

/ W
N t

n=e

Figur 3.3.1 Farste iterasjon av Newtons metode for funksjonen f(z)

La oss gjare litt griseregning her. Formelen fra Newtons metode gir

_ S (tn—1)

I =t = f/(tn—l)
L TKMt2 | —t,_1+e _ TKMi2 | —e
" KMt,_1—1 KMt,_1—1

Ganger vi med K Mt,_1 — 1 pé begge sider, far vi
t(KMty_1 —1) = JKM2 | —¢

Altsa
KMtyty_y —ty = 3KMt2_, — ¢

Dette kan vi skrive
TKMt2 ) — KMtyty_1 = —t, + ¢
Newtons metode brukt pa steget fra » til n + 1 gir

) 3KM—nte
flay " KM —1

Overflytting av 1, og innsetting av forrige ligning gir

Iyl =1n

$KMt2 — KMtyty_1 + 3K Mt2_;
1— KM,

12— 2yty_1 + 12,

iyl —Ih =

C)
. lKM (tn - tn—l)
1— KMz,

=3 KM -
1— KM,

NI
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En ting vi kan se fra (2), er ¢, er stgrst nar & har sin maksimale verdi

1
£ = ——
2KM

Grunnen er at 11 = &, slik at 11 — 1o blir stgrre jo starre ¢ er. Dette gjgr ogsa at
nevneren
1—KMn

i likning (2) er minst for maksimal epsilon, noe som gjar brgken starre. Dermed
vil t; — 11, og dermed ogsa 1,, bli starst for maksimal epsilon. Resonnementet
kan sé gjentas induktivt.

Vi skal na se nermere pa spesialtilfellet e = 1/(2K M), som altsa tilsvarer
0 under rottegnet i formelen for nullpunktene til f. | dette tilfellet har f () kun
ett nullpunkt

1
= ——
KM
Vi far
2 1 1 \2
1 2 1
HD=s5KM(t* — ——t+ ——=)=3KM(t — —
J =3 ( KM+(KM)2) 2 ( KM)
Videre er

) = L
fi0 =KM@ = =)

sa formelen i Newtons metode gir

. 1:t_f(tn)

T )
_, 1(t 1 )—1t+ 1
o\ kM) T 2" 2kM

Innsetting av r— = 1/(K M) gir at dette kan skrives

1
I —Ihy1 = E(tf - tn)

Dette betyr at differansen t— — r,, halveres for hvert steg. Siden
- —ty=t_

fglger ved induksjon at

Setter vi inn 7_ = - her, far vi til slutt at

1
1—KMtn=2—n 3
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Bevis for teoremet til Kantorovitsj

Etter denne forpostfektningen er vi klare for & begynne pé selve beviset for
Kantorovitsjs teorem. Merk fgrst at forutsetningene gir | F’(xp)| > 1/K og

1 1
F'(x)— F'(x))| <M - |x — M — ==
[F(x) (x0)| = lx —xo| < M- K

foralle x € (xo — 25, x0 + <&5;). Detfalger at F(x) # 0 pa dette intervallet.
Fra trekantulikheten far vi for alle x € U, se oppgave 1.4.12

|F'(x0)| — [F'(x)| < |F'(x0) — F'(x)]
Dette kan skrives om til (sjekk det ved baklengs regning)

|F'(x0)|
1—|F'(x0)|~L - |F'(x) — F'(x0)|

|F'(0)] ™ <

Ved & bruke antakelsene om K og M, far vi na

1 K

< 4)
[F'(x)| — 1= KM|x — xol
Formelen i Newtons metode kombinert med dette gir
Ix — x| = F(x,) K| F (xp)l (5)
T F ) | T 1= KM, — xol
Newtons metode gir ogsa
F(xp—1) + F/(xnfl)(xn —x,-1) =0
Sa&
|F Q)| = |F(xn) = F(xp—-1) = F'(xn—1) (X0 — xp-1)| (6)
Fra oppgave 3.3.2 far vi at
|F'(x) = F'D)I < M - |x -yl
for alle x, y € U medfarer
’ M 2
IF(y)—F(X)—F(y)(y—X)IS?Iy—XI (1)

foralle x,y € U. Setterdu y = x, 0g x = x,_1 0g kombinerer (7) med (6),
fas
M 2
[F(x,)| < ?|xn — Xp—1] 8
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Setter du sa dette inn pa hayre side i (5), far du

|x, _xn—l|2
1—- KMlx, — x|

1
[Xp411 — x4| < ?KM :

Dette resultatet er identisk med ligningen (2) for var eksempelfunksjon (1),
bortsett fra at vi nd har en ulikhet. Husk at for f(z) erzg = 0o0gt, > 0, s&
t, = |t, —to]. Vihadde ogsds; —19 = ¢ —0 = &. Hvisvivelgere = 1/(2K M),
far vi ved forutsetningene i teoremet at
|[x1 —x0l <11
Lan > 1 vere gitt. Anta at
k41 — Xk| < fep1 — Ik

foralle k < n. Dafas |x, — xo| <1, —to =y, 0Q

(th — tn—1)°
e A
n

2
1 [xn — Xn—1l

Xpal — X < 5KM <

W+t =l < 3 1— KM|x, — xo|

Nl

Ved induksjon holder da denne ulikheten for alle n. Det fglger fra var regning
med eksempelfunksjonen f(¢) at x,, vil ligge innenfor avstand ¢t < 1/(K M)
for alle n, s& x,, holder seg i intervallet (xg — X0 + ﬁ) for alle n. Hvis
k > n, gir trekantulikheten

L
KM®

[xx — xul| < |xx — Xp—1| + [Xk—1 — Xp—2| + -+ + [Xpp1 — Xy

9
S —tr—) F (mr —t—2) + - F gl — ) =tk — 1y

Vi vet at fglgen {z,} konvergerer, og dermed kan vi fa # — #, mindre enn en
gitt ¢ ved & velge en tilstrekkelig stor N ogtak > n > N. Altsd er {x,} en
Cauchy-falge, sa den konvergerer mot et punkt x* som da ma ligge i intervallet

1 1
Lo = %2770 &g

At f(x) = 0folger ved dlan — oo pabegge sider av (7). Venstre side naeermer
seg f(x*) fordi £ er kontinuerlig. Hgyre side gar mot 0, fordi vi nd vet at
|x, — Xx,_1| gar mot 0 nar n — oo.

Land y* vre et vilkarlig nullpunkt for F i intervallet [xo— 257, xo+ 2571-
Vi skal vise at x, — y ndrn — oo. Siden falgen {x,} kun kan konvergere
mot ett punkt, fglger av dette at y* = x*. Da har vi vist at x* er det eneste
nullpunktet for F i intervallet. For & fa frem dette setter vi y = y* og x = x,,.
Ved a bruke at F(y*) = 0, far vi da

M
|FGn) + F ) (7 = )] < = Iy* — x,|? (10)
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Videre har vi (sjekk det ved baklengs regning)
Y = Do = F' ) T F o)) = F ) THF () + F () (0F = )]

Ved formelen i Newtons metode er uttrykket i hakeparentesen pé venstre side
x,41. Setter vi dette inn, tar absoluttverdi pa begge sider og bruker (4) og (10),
far vi . )
KM - |y* — x|
|y* — Xpy1| < 2 .
1—KM - |x, — xo|

Samtidig vet vi fra (2) at var eksempelfalge {z,} oppfyller

%KM ' ([n - tn—l)z
1—KM -1,

In4l —In =

09, > |x, — xo| forn > 0.
Med andre ord: Hvisvikanvise foren konkretverdiavn at |y*—x,| < t,—t,—1,
far vi
FKM - (1, — 1)
1— KM -t,

Dette gir oss induksjonssteget i et induksjonsbevis for at |y* — x,,| < t, — t,—1
gjelder for alle n > 1. Siden #, — t,_1 gar mot 0 ndr n — oo, vil det falge
fra dette at x, — y* nrn — oo, som var det vi gnsket & vise. Men vi har
et problem: Viharty — 19 = ¢ —0 = ¢, dere < 1/(2KM), mens vi bare
vet at |y* — x1] < 1/KM. Dette betyr at selv. om vi velger den maksimale
verdien ¢ = 1/(2K M) i eksempelfunksjonen, er det en faktor 2 i forskjell! Vi
far altsa ikke startet induksjonen var padn = 1. Trikset er a tenke oss at vi startet
Newtons metode for eksempelfunksjonen med ¢ = 1/(2KM) forn = —1
istedenfor n = 0. Med denne e-verdien vet vi at nullpunktet _ er 1/K M, og
at avstanden til dette halveres for hvert steg i Newtons metode. Det betyr at
avstanden fra z_; til 7o ma veere lik avstanden fra o til _, somer 1/K M. Altsa
to —t—1 = 1/K M, noe som gjer at |y* — xg| < 7o —z_1. Dermed kan vi starte
induksjonen pa n = 0 i stedet, og vi er i mal.

Det gjenstar a vise estimatet nederst i Kantorovitsjs teorem. Fra (9) vet vi
at |x¢ — x,| <ty —t, foralle k og n. Holder vi k fast og lar n — oo her, far vi
at

ly* — xpq1] < =titl— Iy

|x —X”| Sl

Derfor holder det & vise at falgen {z,} for eksempelfunksjonen f () oppfyller

1 A-VI=2n?

- —t, < . 11
"T KM 2n b
der i = K Me. Her tenker vi oss at & > 0 er gitt. Siden vi har e < 5=, har
Vih < % | oppgave 3.3.1 blir du bedt om & vise at
1 2
sKM - (t- — 1,
o=ty = 2 (-~ (12)

1—KM-t,
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foralle n > 0. | spesialtilfellet ¢ = 51— har vi 1 — K Mt, = 5 fra(3), og vi

1

fant ogsa at x,, er sterst ndr ¢ = 57+ Altsa har vi

2MK "

1
1— KMty > o

uansett verdi av ¢. Med dette innsatt kan (12) skrives om til

KM(t— —tay1) < 2" L (KM(1— — 1,))? (13)

for n > 0. Man kan sjekke ved induksjon at hvis en tallfglge {a,},> , oppfyller

ani1 < 2" g,

forallen > 0,séera, <2 "aj. Med a, = KM (t— — 1,) far vi

Altsa gir (13)

ag=KM(t_—0)=1—1—2h

KM(t— —t,) <271 — /1= 2h)%

Divisjon med K M pa begge sider gir ligningen (11), og beviset er komplett. m

<fci OPPGAVER

La f(t) = 2KM1? —t +¢,der0 < e < 1. Lat, vere

folgen vi far ved & bruke Newtons metode pa f med startpunkt
to = 0, og la z_ vaere det minste nullpunktet for f.

a) Bruk formelen fra Newtons metode til & vise at
KMt t, —t_ + SKMt2 —t, +¢
KMt —1

b) Forklar hvorfor r- = 1K M(t_)? + ¢

c) Vis, ved 4 sette inn uttrykket for ¢ fra b) for den andre
forekomsten av 7_ pa hayre side av ligningen fra a), at

IKM - (- —1,)°
1—KM -1,

- —lIpp1 =

- —tyy1 =

La U vere et dpent intervall, og la F : U — R vere en
deriverbar funksjon slik at

[F'(y) = F'(x)| < M|y — x|
foralle x, y € U, der M er en konstant.
a) Lar(t) =x+1t(y —x)0og G(t) = F(r(1)). Vis at
G'(t)=F'(r())(y — x),
og bruk dette til 3 vise at

G'(t)=(F'(r() — F' )y —x)+ F'x)(y —x)
b) Visat F(y) — F(x) = [y G'(t)d.
c) Vis at fol G'(t)dt kan skrives
1
F'(x)(y — x) +/0 (F'(r(1)) = F'(x))(y — x) dt
d) Visat|F(y) — F(x) — F'(x)(y —x)| = I, der
1
I = ‘/0 (F'(r(1)) = F'(x))(y — x) dt
e) Vis at
1
1< M/ |r(t) — x| - |y — x| dt
0

f) Forklar hvorfor r (1) — x = ¢t(y — x), og bruk dette til & vise
at

1<y xp
=5 y—X
g) Visatviforalle x,y € U har

M
|F(y) = F(x) = F(x)(y —x)| < >y —x?
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Algebraens fundamentalteorem

TEOREM 1

I denne seksjonen skal vi bevise algebraens fundamentalteorem fra side 270 i
bind 1. Fremstillingen bygger kun pa kapittel 8 i bind | samt ekstremalverdi-
setningen 1.4.1 i bind II.

Det viser seg at fundamentalteoremet ganske greit lar seg utlede hvis vi
vet at ethvert komplekst polynom av grad 1 eller hgyere har minst én rot. Dette
er budskapet i teoremet under. Utledningen av fundamentalteoremet pa basis
av dette tas opp i oppgave 3.4.3 ved slutten av seksjonen.

Nullpunkt for komplekse polynomer

La P(z) = cg + c1z + ¢22% + - - - 4+ ¢, 2" veere et komplekst polynom av
gradn > 1. Dafinsen zo € Cslik at P(zg) = 0.

Bevis Definer den kontinuerlige, reelle funksjonen f : RZ — R ved

fx.y) =1P(x +1iy)]

La m veere infimum av verdimengden til f. Tallet m fins fordi verdimengden
er nedad begrenset av 0. Da fins det (se oppgave 3.4.2) et reelt tall R > 0
slik at f(x, y) > m + 1 utenfor den lukkede sirkelskiven x2 + y2 < R2. Ved
ekstremalverdisetningen 1.4.1 i bind 11 brukt pé sirkelskiven fglger at f har
et globalt minimumspunkt (a, b) pa sirkelskiven, og dette vil da ogsa veere et
globalt minimum pa hele planet. Vi har f(a, b) = m. Det eneste vi trenger &
vise, eratm = 0.

Anta at m > 0. Vi skal utlede en selvmotsigelse fra dette. Lazg = a +ib
ogw =2z —z0. Daerz =z 4+ w,sa

P(2) = co + c1(z0 + w) + c2(z0 + w)? + -+ + cu(z0 + w)"

Ved & gange ut parenteser og samle ledd som har felles potens w¥, kan man
skrive dette om pa formen

P(z) = do + dyw + dow? + - - + dyw",

der koeffisientene d; er komplekse tall uavhengige av z. Merk at f(z0) = dp.
Ergo er |dg| = m # 0. La d; vere farste koeffisient etter dp som er ulik 0. Da
kan vi skrive

P() = do + dpw* + g - w*,

der ¢ = dgyrw +--- + d,w"%. Vi skriver nd p& polarform: w = re'?,
dy = se'? og dg = me'’. Merk at siden m = |dg|, stemmer det siste. Innsatt
fas , , . .

P(z) = me'? +S€t¢rketk9 +quetk9

— meiv +Srkei(¢+k6) +queik9
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Vi velger sa z slik at 6 oppfyller ¢ 4+ k6 = v + . Daer

ez(q‘)—i—k@) — ez(v+n) — oVl — iV

For r sé liten at sr¥ < m gjelder da

|P@)] = [0m = sr)e'” + grte’™|
< [(m —sr5)e'| + |grke'™?|
= |m —sr¥| - | + |q| - r* - 1€

=m—srf) 141gl-r* 1=m— (s —|g)rF,

der vi brukte trekantulikheten for komplekse tall (se oppgave 3.4.1) i andre
overgang. Men slik g er definert, vil automatisk |¢| ga mot O nar » gar mot 0.

For r > 0 tilstrekkelig liten, er derfor s > |¢|. Daer

IP(2)| <m— (s —|ghr* <m

Dette er selvmotsigelsen vi var pa jakt etter, og teoremet er bevist. m

<28 OPPGAVER

Trekantulikheten for komplekse tall. Vis at for alle komplekse
tall z og w gjelder

|z +w| < |z| + |w]

(Hint: Vi har tidligere vist et slikt resultat for reelle vektorer i
planet. Er det noen forskjell?)

I denne oppgaven skal vi utlede et resultat om funksjonen
f(x,y) =|P(x +iy)|ibeviset ovenfor.
a) Vis at polynomet P(z) i teoremet oppfyller
IP(@)] = [2"]-lcoz™ + -+ co1z™
b) La k vare et reelt tall. Vis at det fins R > 0 slik at hvis
|z > R, saer|P(z)| stgrre enn k.
(Hint: Nar |z| — oo, gar |z"| mot co. Den andre faktoren
i uttrykket for |P(z)| gar mot |c,|. Hvorfor beviser dette
resultatet om f som vi var ute etter?)

Vi skal na se hvordan man kan bevise fundamentalteoremet
pa grunnlag av teorem 3.4.1. Farst skal vi vise falgende utsagn
ved induksjon: «Ethvert komplekst polynom

P(z) =co+c1z+ -+ c,z" avgrad n > 1 kan skrives

P()=cy(z—r)(z—r2) - (2—rn)
der rq, ..., r, er komplekse tall.»

a) Begrunn at utsagnet holder for n = 1.
Anta nd at utsagnet holder for n = k, og la P(z) veere et polynom
av grad k + 1. Frateorem 3.4.1 vet vi at P(z) harenrot r.

b) Begrunn med inspirasjon av teorem 1.9.3 i bind | om
polynomdivisjon at det fins et komplekst polynom Q(z) av
grad k slik at

P(z)=0()-(z—r)
c) Vis at utsagnet vart holder for alle n > 1.

Vi har na nesten bevist fundamentalteoremet side 270 i bind I. Det
eneste som mangler, er unikheten av faktoriseringen. Denne tar
Vi 0ss av i neste punkt.

d) Vis at hvis et komplekst polynom P(z) kan skrives pa to

mater
P(2) =culz—r)(@—r2) - (2 —ra)
=cp(z—s1)(@—52) (2= sn),
sa& ma ry, ..., r, vere de samme n tallene som s, ..., s,,
bortsett eventuelt fra rekkefalgen. (Hint: Se nar uttrykkene
er null.)
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Leddvis derivasjon og integrasjon av potensrekker

I denne seksjonen skal vi vise gyldigheten av triks 3 fra seksjon 10.5 i bind I.
Vi starter med en potensrekke som konvergerer mot en sum S(x) pa apent
intervall rundt potensrekkens sentrum, altsa

o0
ch(x—a)"zS(x) forx e U
n=0

der U = (a — R,a + R) er et dpent intervall. La Sy vaere summen av de N
forste leddene i rekken ovenfor.

Pastand 1

La J € U vare et lukket intervall. Da konvergerer Y ° ¢, (x — a)" absolutt
foralle x € J. For hver ¢ > 0 fins N slik at for alle x € J er

[S(x) = Sn(x)| < e

Bevis for pastand 1

Velgpb e Uogr < lslikat |[x —a| <r-|b—a|foralle x € J. Siden rekken
konvergerer i b, fins K slik at |c, (b — a)"| < K for alle n. Da er

len(x —a)'| < |lep(b—a)"|-¥" < K - 1" forallex € J.

Rekken > Kr" er geometrisk og konvergent, s sammenligningstesten gir at
potensrekken var er absolutt konvergent i punktet x. Videre er

1SC) = Sv)l =D ealx—a)'| < | Y K -r"
n=N n=N

Her er uttrykket lengst til hgyre «resten» av en konvergent geometrisk rekke,
og det er derfor mindre enn en gitt ¢ > 0 for N stor nok. m

Pastand 2
Funksjonen S(x) er kontinuerlig pa U.

Bevis for pastand 2

Gitt p € U, velg et lukket intervall / € U slik at p € J*. Gitt e > 0.
Ved kontinuitet av polynomet Sy (x) fins en omegn V om p inneholdt i J
slik at |Sy(x) — Sy(p)| < &/3 hvis x € V. Ved pastand 1 fins N slik at
[S(x) — Sy(x)| < e/3forallex € V. Hvis x € V, fas da (trekantulikheten)

[S(x) = S(P) = [S(x) = SN ()| + [Sn(x) = Sn(p)| + [Sn(p) — S(p)]
<e/3+¢/3+¢e/3=¢m
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Pastand 3

o0
Rekken chn (x —a)"~* konvergerer for alle x € U.

n=1

Bevis for pastand 3
Gittx e U, velgb € U slikat |x —a| =r|b —al,derr < 1. Daer

nr’

Incn(x —a)" 1 < By - leab —a)"|,  der B, =
r|lb —al

Her gar nr" = ne"") mot 0 ndr n — oo fordi r < 1 (I’Hopital), s& det fins
K slik at B, < K for alle n. Siden rekken > ¢, (b — a)" konvergerer absolutt
ved péstand 1, gir sammenligningstesten at 3" nc, (x — a)"~! konvergerer. m
Pastand 4

c C
/ S(x) dx = lim [/ Sy (x) dxj| foralle b,c € U slikatb < c.
b N—oo | Jp

Bevis for pastand 4

Gitt & > 0. Ved pastand 1, velg N slik at |S(x) — Sy (x)| < &/(c — b) for alle
x € [b, c]. Dafas

/CS(x) dx — /CSN(x) dx
b b

ved pastand 2. Pastand 4 er vist. m

elc—b)
c—b

&,

= ’/C[S(x) - Sy(0)] dx| <
b

Fra pastand 4 fglger at leddvis bestemt integrasjon innenfor U er ok. For siden
vi kan integrere polynomet Sy (x) ledd for ledd, har vi

N-1

c c
lim |:/ Sy (x) dxi| = lim Z |:/ cn(x —a)" dx:| ,
N—oo | Jp N—oo 20 b
og uttrykket til hayre er summen av den rekken vi far ved & integrere rekken
for S(x) leddvis. At leddvis ubestemt integrasjon er lovlig falger ogsa, for ved
fundamentalteoremet er det bestemte integralet | ; S(t) dt en antiderivert av
S(x), og dette bestemte integralet vet vi na at vi kan beregne leddvis. Sa var
det leddvis derivasjon. Ved péstand 3 kan vi depe H (1) = 302, nc, (t —a)" 1
for ¢t € U. Leddvis integrasjon gir da

/x Hwdi=Y [cn(t - a)”]x - icn(x —a)" = S(x) — co,
a n=1 a n=1

for alle x € U. Fundamentalteoremet gir S'(x) = H(x) forallex € U.
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Punktvis og uniform konvergens

Epsilon-betingelsen fra pastand 1 i forrige seksjon har fétt et eget navn. En

potensrekke
o0
Z c(x —a)!
n=0

med sum S(x) for alle x i et intervall I C R, sies & konvergere uniformt mot
sumfunksjonen S(x) pa intervallet I hvis det for hver gitt ¢ > 0 fins et naturlig
tall N slik at

[Sy(x) —S(x)| <e¢

foralle x € I, der Sy er summen av de N farste leddene i potensrekken.

Betingelsen ovenfor er et sterkere krav enn at potensrekken skal konvergere
mot S(x) pa I. Grunnen er at det naturlige tallet N tilhgrende hver ¢ her skal
fungere uniformt, altsa vere «felles» for alle x € 1. Til sammenlikning krever
den «vanlige» definisjonen av konvergens pa intervallet 7 at det for hver valgt
x € I og hver ¢ > 0 fins N slik at

ISn(x) =S| < e

Her tillates det naturlige tallet N som skal finnesttil hver ¢, & variere med x. Dette
konvergenbegrepet, som i mer presis terminologi kalles punktvis konvergens,
betyr altsa ganske enkelt at vi for alle x € I har

lim Sy(x) = S(x)
N—oo

Jamfar definisjonen av konvergens for en rekke i seksjon 10.1, som i sin tur
refererer til definisjonen av konvergens for en fglge i seksjon 5.1.

Geometrisk tolkning

At en potensrekke konvergerer uniformt mot en sumfunksjon
S(x)

pa et intervall I, betyr grafisk at det for enhver «e-pglse» om grafen til S(x)
finnes en N slik at grafen til delsumfunksjonen Sy (x) ligger innenfor pglsen
pé hele intervallet 7. Péstand 1 i forrige seksjon viser altsa at dersom I er et
lukket intervall [a, b] innholdt i konvergensomradet til en potensrekke, sa vil
dette veere tilfelle: Rekken vil da konvergere uniformt mot sin sumfunksjon
S(x) pa intervallet /.

Kikker du pa figur 10.3.4 og 10.3.5, som illustrerer konvergens av taylor-
rekken til sin x utviklet i punktet 0, sa kan du se at dette er rimelig. Hvis vi
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DEFINISJION 1

velger et intervall [—a, a] og har gitten ¢ > 0, sé kan vi ved a velge N stor nok
oppna at delsummen

Sn(x) = Tn(x)
av denne taylorrekken ligger innenfor pluss/minus ¢ fra

S(x) =sinx
pa intervallet. Fra figur 10.3.5 ser vi at delsummen

$13(x) = T13(x)

ligger innenfor e-palsen med & = 3 p& [—3F, 3]. Det gjor derimot ikke

Ts(x), som vi kan se fra figur 10.3.4. Merk ogsa at taylorrekken til sinx
ikke konvergerer uniformt mot S(x) = sinx pa hele det uendelige intervallet
(—00, 00). Ingen N er stor nok til & tvinge Sy (x) innenfor en gitt avstand ¢ fra
grafen til

f(x) =sinx

pé hele tallinjen. Derimot konvergerer taylorrekken punktvis mot sin x pa hele
tallinjen, noe som altsé kort og godt betyr at vi har

lim Ty(x) =sinx
N—o0

for hver fastholdt x € R.

Generelle definisjoner

Forelgpig har vi kun diskutert uniform og punktvis konvergens for potensrekker.
Siden konvergens av en rekke per definisjon betyr at fglgen av delsummer
konvergerer, er det vi har gjort egentlig & definere hva det vil si at fglgen

S (x)

av delsumfunksjoner for en potensrekke konvergerer uniformet og punktvis mot
en funksjon S(x) paetgittintervall 1. Mer generelt har vi definisjonen nedenfor.

Uniform og punktvis konvergens av funksjonsfglger

LaU C R,o0gla f : U — R vare en gitt funksjon. At en falge {fy} av
funksjoner definert pd U konvergerer uniformt mot f pa U, betyr at det
for alle ¢ > 0 fins et naturlig tall NV slik at vi for alle x € U har

IfvG) — f)l<e

At fglgen konvergerer punktvis mot f pa U, betyr at vi for hver fastholdt
x € U har

Jim fy () = £ (o)
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I tilfellet potensrekker bestar altsa falgen { fx} av delsummene Sy til potens-
rekken. Merk at hvis en funksjonsfglge konvergerer uniformt mot en funksjon
f pa U, sa konvergerer den ogsa punktvis mot f pa U. Videre har vi fglgende
generalisering av pastand 2 i forrige seksjon:

TEOREM 1 Uniform konvergens bevarer kontinuitet

Anta at {fy} er en fglge av kontinuerlige funksjoner som konvergerer
uniformt mot funksjonen f pa et intervall U. Daer er grensefunksjonen f
ogsa kontinuerlig pa U.

BEvis Dette er en relativt ren oversettelse av beviset for pastand 2 i forrige
seksjon. Detaljene droppes. =
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Kompakthetsteoremet

I denne seksjonen skal vi gi et bevis for kompakthetsteoremet, altsd teorem
1.2.1i bind II.

Pastand 1
Teoremet holder for lukkede intervaller [a, b] € R.

Bevis for pastand 1
Gitt en overdekning O av [a, b] bestaende av dpne mengder i R. Anta at

q = inf {x € [a, 00) ’ Intet endelig utvalg fra O dekker [a, x]}

fins. Siden en mengde fra O ma inneholde a, og dermed 0gsa [a, a + 8] for en
passende §, md g > a. Anta
g=b

Velgen U € O slikatg € U. Lae > 0 vere sa liten at
g —¢e.qg+elcU

samtidig som g —e > a. Pr. definisjon av ¢ fins da etendelig utvalg Us, . .., U
fra O som dekker [a, g — €]. Men da dekker jo samlingen

Uy, ..., U, U

intervallet [a, ¢ + ], i strid med definisjonen av ¢. Altsd ¢ > b, sa hvis ¢
fins, holder péstanden. Men hvis ¢ ikke fins mé det skyldes at mengden den er
infimum av, er tom. Spesielt er ikke » med i denne mengden! Péstand 1 er vist.

Pastand 2
Teoremet holder for lukkede rektangler R = [a1, b1] x - - - X [an, by] S R™.

Bevis for pastand 2

Teoremet holder klart for R ndr a; = b; for alle j, for da bestar R av ett punkt.
Anta at det holder hvis
aj = b; for j > k.

Anta sd at vi har gitt en R med a; = b; kun for
j>k+1

Hvis vi kan vise at teoremet holder for R, fglger pastand 2 ved induksjon. La
O veere en dpen overdekning av R bestdende av apne rektangler. Daer O en
apen overdekning av

R, =[a1, b1] x - - - x [ak, br] x {x} x {ar42} x -+ x {a,}
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ogsa, for hver x € [ax11, bry1]. Ved induksjonshypotesen fins et endelig utvalg
O, C 0

som ogsa dekker R,. Men da ma det (se oppgave 2) fins en 4pen omegn U, om
x i R slik at mengdene i O, tilsammen ogsa dekker

Sy = [a1, b1] x - -+ x [ag, be] x Uy X {ags2} x -+ x {a,}

Samlingen
0" = {Ux | x € [ags1, brs1]}

er en apen overdekning av intervallet

[ak-'rla bk-‘rl] )

og dermed fins

X1, ..., XN € [akq1, brya]
slik at samlingen Uy, , ..., Uy, 0gsa dekker [ax1, bx+1]. Men da dekker den
kombinerte samlingen
Oyys ..., Oyy

hele R, og denne samlingen er endelig. Vi har dermed vist at enhver dpen
overdekning av R bestdende av rektangler inneholder et endelig utvalg som
dekker. At enhver apen overdekning av R inneholder et endelig utvalg som
dekker, fglger direkte fra dette (se oppgave 1). Pastand 2 er vist.

Gitt pastand 2 falger teoremet lett. Hvis K € R” er kompakt, fins et lukket
rektangel R slik at
K CR

La O vere en apen overdekning av K. Da er O kombinert med
R"\ K

en &pen overdekning av R. Ved pastand 2 fins et endelig utvalg Uy, ..., Uy
fra O som, muligens sammen med R" \ K, dekker R. Da dekkes K av
U]_, ey UN. |

1. Anta at mengden A € R”" har den egenskap at enhver dpen  da inneholder et endelig utvalg som dekker A.

overdekning av A bestdende av apne rektangler innholder et en-
delig utvalg som dekker A. Vis at enhver dpen overdekning av A

2. Begrunn at det er riktig som det pastas i linje 5 av beviset
for pastand 2 pa denne siden, at det fins U, slik at samlingen O,

dekker S,. (Hint: Tegn en figur i tilfelletn = 2,k = 1)
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Koordinatskifteteoremet

TEOREM 1

I denne seksjonen skal vi bevise koordinatskifteteoremet for dobbeltintegraler
(teorem 4.3.1 i bind 11). Vi deler beviset opp i to biter. Farst skal vi bevise en
«lokal» utgave som sier at konklusjonen i teoremet holder for funksjoner som
er ulik null bare i en liten omegn rundt et gitt punkt.

Lokal variant av koordinatskifteteoremet

La D og A veere &pne, begrensede omréder i R?, og la T vaere en C1, injektiv
koordinattransformasjon i R? slik at determinanten det 7" (u, v) er ulik 0 for
alle (u,v) € A, 09 T(A) = D. La (u, v) veere et gitt punkt i A. Da fins et
apent rektangel £ € D med sentrum 7 (i, v) slik at hvis f : D — Rer
kontinuerlig og begrenset og oppfyller f(x, y) = 0 utenfor E, sa gjelder

/f f(x,y) dxdy = // f(T(u,v)) - |det T'(u, v)| dudv
D A

BEvis Vihar
ATL — —  OTL — —
Gu @.0) G (0, 0)

det7/(w,v) = | "~ _
‘%(u,v) Ef;ij(u,v)

£0

Dermed ma T -
2@ £0 eller 2@, v) £0
u v

A bytte om sgyler i determinanten svarer bare til & bytte rekkefalgen pa koordi-
natene R?, og slik ombytting endrer ingen av integralene i koordinatskifteteo-
remet. Dermed kan vi anta at

T
2 G 5y 20
v

Definer H : A — R? ved
H(u,v) = (u, To(u, v))

Daer

__ 1 0 o, _ _

det H (u,v) = s — | = —=(u, 0
@) @, vy 22w, v) v @) #

Ved inversfunksjonsteoremet fins dermed en apen omegn V om H (u, v) slik at

H har en Ct invers pd V, og

det(H 1Y £0p&d Vv, det(H')+#0pd H L(V).
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Definer K : V — R? ved
K(x,y) = (To(H(x, y), y)
For alle (u, v) € H~(V) har vi n&
T(u,v) = K(H(u,v))
Her har vi fatt skrevet T som en sammensetning av to funksjoner H og K
som hver bare endrer én av koordinatene. Strategien videre er & bruke vanlig
integrasjon ved substitusjon for funksjoner av én variabel pa hver av disse. Far
vi starter med det, merk at
K(x,y) =TH (x,)

for alle (x, y) € V. Det folger ved kjerneregelen at K er C* pd V, og ved
produktregelen for determinanter fas dessuten det(K’) # 0 pa V.

Lanad S C V veare et dpent rektangel med sentrum H (iz, v). Siden H er
kontinuerlig, fins et apent rektangel

UcH V)

med sentrum (z, v) slik at H(U) C S. Velg et apent rektangel

ECT®U)

med sentrum T («, v). Figur 3.8.1 viser situasjonen.

T)

/

(u, v)

U
v H(U)

Figur 3.8.1 Transformasjonen T som sammensetningen av H og K.

Skriv
S=1[a,b]l x[a,8] 09 U=]cd]x][y,sd]

For gitt x € [c,d] og y € [a, B], la

K{(x)=Ki(x,y) 09 Hi(y) = Ha(x,y).
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La f : D — R vere kontinuerlig, begrenset og med f(x, y) = 0 utenfor E.
Vi far da:

/f(m)dxdy L /f Fx.y) dxdy

D K(S)

B
[ T x| dy

B b
[ L[ st iy arau] ay

I~

[l

[l

fsf(K(u, ) - |det K’ (u, y)| dudy

[lon

/ f(K(u,y))-|detK'(u, y)| dudy
H(U)

d
f [/ FK (e, ) - | det K, )] dy |du
¢ YJBr(y.en

d 3
[ sk g - idetk . s wn- ) @) dv] d
c Y

o

I~

= / f(K(H(u,v))) - |det K'(H(u, v))| - | det H (u, v)| dudv
U

2 f f(T(u,v))-|det T (u, v)| dudv
U

= / F(T (u,v)) - | det T'(u, v)| dudv
A

Overgang (1) gjelder fordi f(x, y) = 0 utenfor K (S). Overgang (2) er Fubinis
teorem brukt pa beskrivelsen

y €[ B, x € K{([a, b])

av omradet K (S). | overgang (3) bruker vi integrasjon ved substitusjon for
funksjoner av én variabel (teorem 7.4.2, bind 1). Absoluttverdien rundt den
deriverte av kjernen skyldes at intervallet Kly([a, b]) ikke er angitt med grenser.
Vi vet altsa ikke om (Kly)’(u) er negativ eller positiv for u € [«, 8]. Vi vet kun
at den ulik 0 overalt. Overgang (4) er fordi K (u, y) = (Kly(u), y). Overgang
(5) er fordi f(K(u, y)) er 0 utenfor H(U). Overgang (6) er Fubini brukt pa
beskrivelsen u € [c, d], y € H¥[y, §] av omrédet H (U). | overgang (7) brukes
igjen integrasjon ved substitusjon i form av teorem 7.4.2. Overgang (8) er fordi
hvis H(u,v) = (u, Hy(v)). 1 overgang (9) bruker vi at T(u) = K(H(u)),
samt kjerneregelen og produktregelen for determinanter. Overgang (10) er
fordi f(T (u,v)) erOutenforU. m
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Da er vi klare for & bevise den fulle versjonen av koordinatskifteteoremet. Ved
oppgave 3.8.1 kan vi anta at f er ikke-negativ. Gitt ¢ > 0, velg en nedresum 8
for f pa et lukket rektangel som inneholder D slik at

82/[ f(x,y)dxdy — ¢
D

Siden f er ikke-negativ og den utvidede funksjonen fp er 0 i alle punkter
utenfor D, kan vi droppe alle ledd i 8 som ikke tilsvarer rektangler inneholdt i
D og likevel beholde ulikheten ovenfor. Vi har da

o
8= clRil,
i=1

der alle rektanglene R; er innenfor D, og ¢; < f(x,y) for alle (x, y) € R;.
For hvert punkt (u, v) € A, velg et rektangel E(, ) som i teorem 3.8.1. Da er
{Ew.v | (u,v) € A}endapen overdekning av den kompakte mengden R U- - -U
R, saved kompakthetsteoremet fins etendelig utvalg E1, . .., Eg av E, )-ene
som ogsa dekker. Vi kan na finne disjunkte, apne rektangler B, ..., B, slik
at hvert rektangel B; er helt inneholdt i ngyaktig én av mengdene R; og én av
mengdene E;, samtidig som avstanden mellom mengdene B; er nedad begrenset
av et positivt tall © > 0, og vi har |[B1| 4+ --- 4+ |By| > |R1| + -+ -+ |Ra| — &.
Se figur 3.8.2.

Figur 3.8.2 Omradet D, rektanglene R; (svarte), rektang-
lene E; (rede) samt rektanglene B; (lysebld). Her er o = 2.
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Ideen videre er nd enkel: Vi erstatter funksjonen £ (x, y) med et «lappeteppe»

av funksjoner

fx,y)-gi(x,y)

fori =1,...,m, der g; = 1 pdrektanglet B; og sa gar lineert ned til 0 som
funksjon av avstanden til B;, slik at g; er kontinuerlig og g; = 0 nar avstanden
til B; er starre enn eller lik 1./2. Hvis B; € R;, sd lad; = ¢;. Hvis M er slik
at|f(x,y)l <MpaD,erda) " di|Bi| >8—eM. Vifarna

// f(T (u,v))| det T'(u, v)| dudv
A

> // Z f(T(u,v)gi (T (u, v))| det T'(u, v)| dudv
Ai—1

= Zf/ F(T(u, v)gi (T (u, v)| det T' (u, v)| dudv
i=1 v A

=Y [ revswyaay=3" [[ sona
i=1 D i=1 B

> di|Bi|>8—¢eM > || f(x,y)dxdy —e—eM
D

i=1

| farste overgang brukte vi at f er ikke-negativ, i den andre teorem 4.1.4 (1)
i bind Il, og i tredje overgang den lokale varianten 3.8.1 av teoremet med
f(x,y) - gi(x,y) irollen som f(x,y). Siden ¢ > 0 var vilkarlig, har vi
vist teoremet med ulikhet én vei.

For & vise teoremet med ulikhet motsatt vei, anvender vi resultatet vi nett-
opp viste, pa den inverse koordinattransformasjonen. Vi kjgrer baklengs, altsa.
LaD=A,A=D, T =T"1og definer

Fle,y)= f(T(x,y)-|detT'(x, y)| for alle (x, y) € D.

Ved inversfunksjonsteoremet er | det 7/ (x, y)| = |det 7/ (T (x, y))|~* og T er
C!. Setter du inn de «hattede» versjonene i teoremet med ulikhet den veien vi
har vist, faller ulikheten motsatt vei ut. m

<8 OPPGAVER

La f(x,y) veere en kontinuerlig skalarfunksjon definert pa
en apen, begrenset mengde D € R?. For hver (x,y) € D, la
fi+(x, y) veere det starste av tallene f(x, y) 0og 0, og la f_(x, y)
veere det starste av tallene — f (x, y) og 0.

a) Visat f, og f_ begge er ikke-negative og kontinuerlige pa
D,ogat f(x,y) = f+(x,y)— f-(x,y) foralle (x, y) € D.

b) Bevis deretter at
[ reopaxay= [ focyasay— [ gy xay
D D D

c) Anta at koordinatskifteteoremet holder med den ekstra for-
utsetningen at f er ikke-negativ pd D. Vis at teoremet da
holder generelt.
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