Oppgavelgsninger for "Matematikk for gkonomer - kort og godt".

Kapittel 1

Oppgave 1.1 a) (2?2 — 9z — 12)(3 — 3x) = 322 — 27z — 36 — 32> + 2722 + 36z =
—3x3 + 3022 + 9z — 36.

b) (2z—y)2+2(x+y)(z—y)+(z+4y)? = 4o — 4oy +y? +2(2? —y?) + 22 +8xy+ 16y>

= 522 + day + 17y% + 222 — 292 = 72? + 4oy + 159>

Oppgave 1.2 a) i) 4.8-10'! = 480000 000 000 3.01-107% = 0.00000301

(2@2)3 bl 23aShl g tht 23 1g8-5p 1 e
) 2a3b—2 T = 2a3b—2 - a3bh—2 = da' =22
= 4a‘2b0 = ?
6.02 — 5.6
¢) Okning i prosent: —( X ) -100% = 7.5%.

Lgnnsutgifter 2008: 6.02 - 1.075 = 6.4715 millioner.

Oppgave 1.3 a)

422 -=3) —(z—1) = 4(x—2)—3(x—2)
8r—12—x+1 = 4z —-8—-3x+6
8r—x—4dr+3x = —-84+6+12—-1

6xr = 9<:>x:%:1.5

11
b)536——2:0<:>5x3—11:0<:>5x3:11<:>x3:1—51:2.2
x

&S =+22=130

)7T—x+V2xr+1=0V2r+1=20-7



Vi opphgyer i andre pa begge sider av likhetstegnet:

20 +1=(z-7)?e2r+1=2-142+49 & —2° + 162 — 48 =0
Andregradsligningen har lgsninger x = 4 og z = 12. Vi ma sette prgve:
r=4gr: 7T—4++v9=3+3=6,sdxz =4 er ikke en lgsning.

=12 gir: 7— 12+ /25 = —5+5 = 0, si Igsningen er x = 12.

Oppgave 1.4
a)
9r — 18y =18
2x 4+ by = 36
Ganger ligning I med 2 og ligning II med —9, og legger sammen I+11:
_ _ _ —288 _ 32
18z — 36y = 36 —Bly=-28y==7 =%
—18x — 45y = —324
36—5-2 _
T= 2 = 18 — 8 Tgsning: (z,y) = (£,3).
b) ay — 3z =0 . Ligning IT gir x = 29°. Settes inn i I:2y* -y —3-2y> = 0.
x—2y%*=0

& 2y%(y — 3) = 0. Lgser ved faktorisering: 2y? = 0 eller y — 3 = 0.
Lgsninger: y =0,y = 3.
y=0grz=2-02=0.y=3gir v =2-3% = 18. Lgsninger (0,0) og (18, 3).

Oppgave 1.5
2 2-14 —2)4+2(x -2
a) PP bk ) e )
T — 2 T —2
24 +8r4+2r—4  —42°+ 10z — 2
B T —2 B T —2
b) 8 5  8&+5) —5&—-8) B8r+40-5x+40  3x+80
r—8 x+5  (z+5)(x-8  (z+5)@-8)  (r+5)(z -39
) T 20 —1 T 20 -1
“ 2+r  (v+1)(x—1) a(z+1)
B 2 C@2r-D(@-1) -2 +r+2r-1 —a’+3r-1
S (r-D@+Dz w@+D@-1)  z@+)@-1)  x@2-1)



20 —4 2(x —2) 1

o) 1.6 - -

ppgave T o pra
3x+3  3(@+1)  3@x+1) 3 3

P22tz z(@2+20+1) wzx+1)2 zlz+1l) Pta

b)

Oppgave 1.7 a) 0522 +82 — 18 = 0 & z = 2,2 = —18 (kalkulator eller
abc—formel).

1.522 —7.52 — 54 = 0.5(x — 2)(z + 18)

b) 222 +8r+8=0< 1= -2

222 4+ 8z + 8 = 2(z + 2)?

c) —0.12% + 1.5z — 6 = 0 har ingen lgsning. Uttrykket lar seg ikke faktorisere.

Oppgave 1.8 a) 0522 +8r —18 >0« 0.5(x —2)(x +18) >0
Vi setter faktorene 0.5, (z — 2) og (z + 18) inn i et fortegnsskjema.
0.5 er positiv uansett verdi av x. x + 18 er negativ for z < —18 og positiv for
r > —18.
x — 2 er negativ for x < 2 og positiv for z > 2.
For z < —18 har vi en positiv og to negative faktorer, og produktet blir da positivt.
For —18 < z < 2 har vi to positive og en negativ faktor, og produktet blir da
negativt.
For x > 2 har vi tre positive faktorer, og produktet blir da positivt.
0.5(z + 18)(z — 2) > 0 for x < —18 og for x > 2.
T+ 2 r+2-—2x—2) r+2-2z+4 —x+6

>2& > 0s 20
r—2 r— 2 - Tz —2 - T — 2

—x + 6 er positiv for z < 6 og negativ for z > 6.

b) =0
x — 2 er negativ for x < 2 og positiv for x > 2.

For < 2 har vi positiv teller og negativ nevner, og brgken er negativ.

For 2 < z < 6 er bade teller og nevner positiv, og brgken er positiv.

For z > 6 er teller negativ og nevner positiv, og brgken er negativ.



x # 2 fordi nevneren ikke kan veere 0.

Ulikheten er derfor oppfylt for 2 < z < 6.

Oppgave 1.9 La z vaere antall aksjer i A og y antall aksjer i B
110z + 160y = 52200
Ny pris pa aksjer i A: 110 - % = 165. Ny pris pa aksjer i B: 160 - 2 = 320.
1652 + 320y = 83500
110z + 160y = 52200 . Ganger ligning I med -2 og tar I411:
165z + 320y = 83500
—220x — 320y = —104400

165z + 320y = 83500

_ 52200-110-380 __
Y= = 65.

—552 = —20900 & o = =200 — 38,

Oppgave 1.10 a)dar —l=cs S dar —av=1<2da—-1) =1 1=

4a—1

1 1 1
) — + — = —. Ganger med fellesnevner abz :

r a b
b b b
ax—i-ax:abx<:>ab+bx:ax<:>bx—ax=—ab@x(b_a):_ab
x a

_ —ab __ ab

T ET= "0 T b

Oppgave 1.11 a) (v — (=2))* + (y —3)* = 5" & (v +2)* + (y — 3)* = 25.
(142)+(7—3)2 =32+4*=25. (1,7) ligger pa sirkelen.

(6 +2)? 4 (6 — 3)? = 8 + 32 = 73 #£ 25. (6,6) ligger ikke pé sirkelen.

b) z? — 10z + y* — by = 11.

Skal fram til: (z —m)% + (y — n)? =r*

2= 22— 2mx+m?2 Dami2m=10< m = 5.

Sammenligner med (z — m)
Legger til m? = 5% = 25 pa begge sider:
22— 102+ 25+ 4% — by =114+ 25 & (z — 5)2 + 42 — 5y = 36.

Sammenligner med (y — n)? = 3? — 2ny +n?. Damé: 2n =5 < n = 2.5,



Legger til n? = 2.5% = 6.25 pa begge sider:
(x —5)2 4+ 9% — 5y +6.25 = 36 + 6.25 < (v — 5)? + (y — 2.5)2 = 42.25.
Sirkel med sentrum i (5, 2.5) og radius r = /42.25 = 6.5.

Kapittel 2

Oppgave 2.1 f(z) =25z —3. f(3)=2.5-3—3=45. f(8) =2.5-8—3 =17..
Funksjonen er av form y = ax + b, sa grafen er en rett linje.
Grafen skjeerer y—aksen i f(0) = —3.

fl#)=0&252-3=012=+

1.2. Grafen skjeerer altsa xr—aksen i z = 1.2.

26 —-3=85e25r=115c =12 =46

a) i) Ettpunktsformelen: y — 0 = —3.5(x — 10) < y = —3.5x + 35.

o Y2 _5—(_2) T
i) a = = = —
Ty — T 10—-1 9

Ettpunktformelen: y — (—2) =
Yyo—y1  —4—-2 6
b = = = — = _3

) 4 T2 — I 3—1 2
Ettpunktsformelen: y —2=-3(zr - 1)< y=-3z+3+2<y=—-3x+5.

7 7 7 25
(x—1) <y 5% 9 SYy=gT-3

NeJ |

r—y=T7-—y=7T—csy=x—"1.
Finne skjeering: —31‘—|—5:$—7<:>—4:E:—12<:>1':i—142:3.

y = —3 -3+ 5 = —4. Skjeeringspunktet er (3, —4).

Oppgave 2.2 Det aret utstyret ble kjopt: ¢ = 0. Da er verdien av utstyret
y = 250000 kr.

10 ar senere: t = 10. Verdien av utstyret y = 70000 kr.
Y2 —y1 70000 — 250000  —180000
a = = = = —18000.

to —t; 10—0 10
Ettpunktformelen: y — 250000 = —18000(t — 0) < y = —18000¢ + 250 000.

Verdien 6 ar etter at utstyret ble kjgpt inn: y = —18000 - 6 + 250 000 = 142 000.




Oppgave 2.3 y = f(x) =2.72% — 297z + 7805.
£(25) = 2.7- 252 — 297 - 25 4 7805 — 2067.5.
F(70) = 2.7 - 702 — 207 - 70 + 7805 — 245,

2.72% — 297 + 7805 = 0 & & = 66.59, x = 43.41.
b —(-297) 297

Minimumspunkt for x = % 297 T4 55.
Minimumsverdi: y = f(55) = —362.5
Oppgave 2.4
a) 373 — 172 + 292 — 36 : 0 —4 =322 —5x +9
—( 32® —122?)
—52? + 292 — 36
— (—52* + 20x)
9z — 36
9z — 36
0
b) —3z3 + 8512 —2:2x+1=—-1522+5x—25
— (=323 —1.52?%)
1022 —2
—(102% + 5z)
—bx — 2
—(—5x — 2.5)
Rest 0.5

c)i) (z*+ 223 +62%+3x—18): (v +2).
P(=2)=(-2)*+2-(—2)%*+6(—2)*+3-(—2)—18=16—-16+24— 6 — 18 = 0.
Divisjonen gar opp fordi P(—2) = 0.

ii) (1.52% — 822 — 3z — 12) : (z — 6).

P(6)=15-6>—-8-62—3-6—12=6.



Divisjonen gar ikke opp fordi P(6) # 0.

Oppgave 2.5 Inntektsfunksjonen er /(x) = 1650z.

Profittfunksjonen er da P(z) = I(z) — K(z) = 1650x — (2.2 2% + 638z + 36960)

= 16502 — 2.2 2% — 638z — 36960 = —2.2 22 + 10122 — 36960.

Faktorisere profittfunksjonen: Setter P(z) = 0 & —2.2 2% + 10122 — 36960 = 0

& x =40,z = 420. Faktoriseringen blir da:

P(z) = —2.2(z — 40)(x — 420).

Vi setter faktorene inn i et fortegnsskjema:. —2.2 er alltid negativ. x—40 er negativ
for z < 40 og positiv for z > 40. x—420 er negativ for x < 420 og positiv for z > 420.

Nar x < 40, har vi tre negative faktorer, og produktet er negativt. For x € (40, 420)
har vi to negative og 1 positiv faktor, og produktet blir da positivt. Nar x > 420, har
vi 1 negativ og to positive faktorer, og produktet er negativt.

P(x) er altsa positiv for x € (40,420) , dvs. det blir overskudd nar « ligger i dette

intervallet.
—b —1012 —1012
Maksimal k ar ¥ = — = = = 230.
aksimalt overskudd nar x %0~ 3(—29) ) 30
Det maksimale overskuddet er da P(230) = —2.2-230%+1012-230—36960 = 79420.
or — 3
@) 2.6 =
ppgaV83 a) f(x) 2x+25 o5
Finne vertikal asymptote: 2z + 2 = 0 & 2 =2&0=-1
Telleren er ikke 0 for x = —1. Vi far da en V5ertika31 asympt?f)te xr=—1
r—3 =-=  5-=

Finne horisontal asymptote: y = =2 = — — nar r — oo eller

20+2 242 242 2

Tr — —OQ.

Horisontal asymptote: y = 2.5.
5 3
b) 2= —

2x+2
o =18=239

=24<5r—-3=242r+2)<br—3=482+48<022x="78



5z — 3
Y 0 br—3=0cz=2=06.
2¢ + 2

t

4x
Oppgave 2.7 a) f(z) = oY

72 +4 =04 22 = —4, ikke Igsbar. Det fins ingen vertikal asymptote.
4 1

Z‘Z

?+4 L4 4 1+

=Horisontal asymptote: y =

— 0 nar x — oo eller t — —o0.

Yy s
2
0.
b) 1522+ 7 —-60:2—6=152+16
—(1.52% — 9z)
16z — 60
—(16z — 96)

Rest: 36.

1.52% + 72 — 60 36
g(x) = pr—- —1.5x+16+x_6.

Vertikal asymptote i punktet der nevneren er 0, dvs vertikal asymptote: z = 6.

Nar z — oo eller x — —o0, vil — 0. Funksjonen har da en skraasymptote

y=15x+16.
Kapittel 3

Oppgave 3.1 a) f(z)=—-13z+5= f'(z)=—-13
b) f(z) = —0.822 — 27z + 80 = f'(z) = —0.8- 22 +27 = —1.6x + 27

o) f(x) = 0.812% + 20 = f'(x) = 0.81 - 322 = 2.43 22
d) f(z) =2.92% — 152% + 2152 + 390

() =29-32% — 1522 + 215 = 8.72? — 30x + 215.
e

f

/(:L,

£) f

40(100 - 2z — 2 - 5z*) = 40(200x — 10z*) = 8000z — 400z*.
4 4 1, 4

)
) f(z) = 40(1002% — 225 — 5000)
)



1., 1 4 | 1 AN 1 1 4
x® 8 322 0-8-322 322 24
h) fle) =5+ 5= fle)=—+ 5 =g

Oppgave 3.2 a) f(z) =2 —3.523 — 2622 = f'(x) = 42® — 3.5 - 322 — 26 - 2«
=423 — 10522 — 52w

2¢+5 , uev—u-v 22x—5)—(2x+5)-2
b) flz) =5 —= = f'a) = " = 27 —5)
4x—10 dr—10  —20
(2x —25) (Zx —5)2

!/ /
) flr) = T Sy =
_(br—N)(x+1)—Ba?—42x—5)-1 62’ —4dw+6x—4—32°+4x+45
B (z+1)2 B (z+1)2
3?46z +1
(x4 1)2

6x 3

) fl@) = V32 +19 = fla) = \/_ B2 V3Rt 19
e) f(z) =5(1—-22%3 = f'(z) =5-3u? - v = 15(1 — 222)? - (—4x)
— —60z(1 — 222)?

1—5x uweov—u-v
f) f(z) = m fl(z) = 2
_ =5(1+ 102)% — (1 — 5z) - 2(1 + 10z) - 10 _ —5(1+10z) —20(1 — 5z)
B (1+ 10z)4 B (14 10z)3
~ —5—50zx —20+100x  50x — 25
B (1+ 10z)3 ~ (1+10z)3

4 , u-v—u-v 0—4-3(x*+4)? 22
g)f(x)_mjf(x)_ 02 - (I‘2+4)6
24z
(x2 4 4)%

h) f(z) =4z - (*+2)2 = f'(z) =u - v+u-v =42+ 2)* + 4z - 2(2® 4+ 2) - 322
= 4(2% + 2) (23 + 2+ 623) = 4(2% + 2)(72% + 2) = 2825 + 6423 + 16.

. ox + 2 uev—u-v

DI = g W =

582 4+2x+1)— (b +2) - (6z+2) 152% + 10z +5 — 302 — 122 — 10z — 4
N (322 + 2z 4 1) N (322 + 2z 4 1)



1522 - 122+ 1
(322 + 2z + 1)
2

. 2 gy uv—u-v 4x(6r —3)° —22%-2(6x —3)-6
j) f(x)—mjf(x)— 02 = (62 — 34

_ Ax(6z —3) —240®  24a® — 120 — 242 122 —da

B (62 — 3)3 B (62 — 3)3 (6 —3)3  9(2x —1)3

Oppgave 3.3 P(z) =152 —7522+ 122+ 10

P(z)=15-32> - 75 -2+ 12 =4.52% — 15z + 12.

P'(8) =4.5-8 —15-8 + 12 = 180.

PB)=15-8~-75-8+12-8—10 = 374.

Tangentligningen: y — P(8) = P'(8)(x — 8) < y — 374 = 180(z — 8)

&y = 180z — 1440 + 374 < y = 180x — 1066.

Veksthastigheten til funksjonen i et punkt males ved a ta den deriverte i punktet.

P'(12) = 4.5-122 — 15 - 12 + 12 = 480.

1
Oppgave 3.4 a) g(z) = ~1 23 + 522 + 17z + 250
g(8) = —0.25-8>+5.8%+17 -8+ 250 = 578.
Bestanden bestar av 578 dyr etter 8 ar.

(Okning over intervallet [8,12] : g(12) — g(8) = 742 — 578 = 164 dyr.
M - 164 = 41 dyr.
12 -8 4

Gjennomsnittlig gkning pr ar:

b) ¢'(z) = —i 322 4+5-20+ 17 = —0.7522 4+ 10z + 17.

Veksten til bestanden i det 8. aret: ¢/(8) = —0.75- 8% + 10 - 8 + 17 = 49 dyr.

g (1) =—46 & —0.7522 + 10z + 17 = —46 & —0.752% + 10z + 63 = 0.

Lgsninger av andregradsligningen: © = —4.66,z = 18. Bare x = 18 ligger i inter-
vallet [0, 20] .

Bestanden avtar med 46 dyr i det 18. aret.

c) g(14) = 782. ¢'(14) = 10.

Tangentligningen: y — g(14) = ¢'(14)(z — 14) & y — 782 = 10(x — 14)

10



<y = 10z — 140 + 782 & y = 10x + 642.

Oppgave 3.5 a) Grensekostnaden: K'(z) = 0.08-3z% — 1.5 2z + 25 = 0.24 2% —
3x + 25.

Kostnadene ved a produsere 35 enheter av varen:

K(35) = 0.08 - 35% — 1.5 - 352 + 25 - 35 + 1800 = 4267.5.

K'(35) = 0.24 - 352 — 3 - 35% + 25 = 214. Kostnadene vokser med 214 kroner.

AK = K(36) — K(35) = 4488.48 — 4267.5 = 220.98.

Vi ser at AK er tilngermet lik K’(35).

b) K'(x) =586 < 0.24 2% — 3z + 25 = 586 < 0.24 22 — 320 — 561 =0

Andregradsligningen har Igsninger x = 55 og x = —42.5. Bare den positive lgsnin-
gen x = 55 er aktuell her.

y—koordinaten til punktet: K (55) = 11947.5.

Grensekostnaden er 586 i punktet (55, 11947.5).

2 5
Oppgave 3.6 a) f(r) = — — — = 2072 = 527" = [(z) = 2+ (=2 -
T T
., 4 15
12 60
f(x) = =4 (=3)a~ + 15 (~4)r7 = 1207* = 6027 = 5 — —.

b) g(z) =3(2—-32)* = ¢(z) =3-3u* v/ =9(2 — 32)* - (—3) = —27(2 — 32)*.
§'(x) = —27 - 2u-u/ = —54(2 — 3x) - (—3) = 162(2 — 3z) = 324 — 4861

Oppgave 3.7 1a) f(z) =0.0162% —0.722% + 9.6 2 + 70
f'(z) =0.016 - 32% — 0.72 - 22 + 9,6 = 0.048 2% — 1.44x + 9.6.
F(x) = 0.048 - 22 — 1.44 = 0.096  — 1.44.

b) f'(z) = 0 < 0.048 2% — 1447 + 9.6 = 0
Andregradsligningen har lgsninger x = 10, x = 20.
Forstederiverttest: Faktoriserer forst f/(z).

11



f'(x) = 0.048(x — 10)(x — 20). Setter inn i fortegnsskjema for f'(x).

0.048 er alltid positiv. z — 10 er negativ for = < 10, positiv for x > 10. x — 20 er
negativ for x < 20, positiv for z > 20.

For x < 10 vil to negative faktorer gi pluss, og for 10 < x < 20 vil 1 negativ faktor
gi minus. x = 10 gir da et lokalt maksimum.

= Lokalt maksimumspunkt: z = 10, y = f(10) = 110.

For 10 < z < 20 er f'(x) < 0, og for x > 20 vil f'(z) > 0. z = 20 gir da lokalt
minimum.

= Lokalt minimumspunkt z = 20, y = f(20) = 102.

c) I tillegg til lokale ekstremalverdier fra b), mé vi ogsa sjekke endepunktene.
F(1) = 78.896 ~ 79. £(30) = 142. £(10) = 110. f(20) = 102.
Storste aksjepris er da f(30) = 142. Minste aksjepris f(1) ~ 79.

Oppgave 3.8 a) f(z) = 0.452% — 63z + 1800.

f'(x)=0.45-22 —63 =09z — 63.

f’(x):0.9x—63:0<:>x:% = 70.

Forstederiverttest: f'(z) = 0.9(z — 70). f'(z) har da samme fortegnsvariasjon som
x — 70, siden 0.9 alltid er positiv. Dette viser at x = 70 gir et minimum.

Minimumspunkt: x = 70, y = f(70) = —405.

Pé intervallet [10,100] : f(10) = 1215, f(100) = 0. Sammenligner vi med y—verdien

i minimumspunktet, far vi at minste verdi pa intervallet er f(70) = —405, stgrste verdi

er f(10) = 1215.
180 180  0.82% — 180
b) g(x) =0.82 + & = ¢'(x) =08 — P
, 180 9
J(r) =008~ — =0=082"-180=0.
x

Andregradsligningen har lgsninger x = —15, x = 15.

0.822—180  0.8(x + 15)(z — 15)
B x? B x?
Setter vi inn 0.8, z + 15, z — 15, og z* inn i et fortegnsskjema, ser vi at ¢'(z) er

Forstederiverttest: ¢'(x)

12



positiv for z < —15, ¢’(x) er negativ for —15 < z < 0, og negativ for 0 < = < 15.
¢'(x) er positiv for x > 15.

Dette gir lokalt maks for x = —15, y = g(—15) = —24. g(x) har et lokalt minimum
iz=15,y=g(15) = 24.

P4 intervallet [10,100] : g(10) = 26, ¢(15) = 24, ¢(100) = 81.8. Minst verdi er da
g(15) = 24, storst verdi er g(100) = 81.8.

Oppgave 3.9 a) f(z) = —8x2 + 40x +40. f'(z) = —8 - 2x + 40 = —16x + 40.

F(z) = —16.
—40
Finne ekstremalpunkt: f'(z) =0< —16x+40=0< x = =T 2.5.
M4 vzere maksimum siden f”(z) er negativ, dvs maksimum i x = 2.5, f(2.5) = 90.

Funksjonen er konkav for alle x siden f”(z) = —16, alltid negativ. Ingen vendepunkt.

b) f(z) = —0.04 23 + 4.38 22 — 151.2 x + 1200.

f(x) = —0.04-32% +4.38 - 22 — 151.2 = —0.12 2% + 8.76 v — 151.2.

F(z) = —0.12 - 2z + 8.76 = —0.24 z + 8.76.

Finne ekstremalpunkter: f'(z) =0 < —0.122% +8.76x — 151.2 =0

& x =28, = 45.

Andrederiverttest: f”(28) = —0.24 - 28 + 8.76 = 2.04, positiv, dvs minimum.

Lokalt minimum i x = 28, f(28) = —477.76.

f"(45) = —2.04, negativ, dvs maksimum.

Lokalt maksimum i z = 45, f(45) = —379.5.

Finne vendepunkt: f”(z) =0« —0242 4876 =0< z = %;Z = 36.5.

1" (x) = —0.24(x — 36.5). —0.24 er alltid negativ, z — 36.5 er negativ for z < 36.5,
og positiv for x > 36.5. Et fortegnsskjema for f”(z) viser da at f(z) er konveks i

(«,36.5) , og konkav i (36.5, —) .Vendepunkt i x = 36.5, f(36.5) = —428.63.

c) f(z) = (1 —0.52)3 + 3 = u? + 3. Bruker kjerneregelen.
Fi(w) = 3u? o = 3(1 - 0.5)% - (—0.5) = —1.5(1 — 0.52)>

13



F(2) = —1.5-2u-u' = —3(1 — 0.52)(—0.5) = 1L.5(1 — 0.52).
Finne ekstremalpunkter: f'(z) =04 —1.5(1 - 052)2 =0« (1 —052)?> =0 =
2.

—05
Men (1 — 0.5z)? er positiv for alle x # 2, fordi a® er positiv for a # 0. f'(z) =

1-05x=0&2=

—1.5(1-0.52)? er derfor negativ pa begge sider av = 2, og ifglge fgrstederiverttesten
gir da x = 2 ikke noe ekstremalpunkt.

Finne vendepunkt: f”(z) =0« 1.5(1-052)=0<1-052=0& 2z =2.

f"(xz) =1.5(1—-0.52) = —0.75(x — 2). Et fortegnsskjema for f”(z) viser da at f er
konveks for x < 2, og konkav for x > 2.

Vendepunkt i x = 2, f(2) = 3.

Oppgave 3.10 x = ap + b. Den rette linjen gar gjennom punktene (20,12 000)

og (21,11250)
~ 11250 — 12000

o0 v
12000 = —750 - 20 + b = b = 12000 + 750 - 20 = 27 000.

x = —1750p + 27000.
I =p-x=—750p? + 27000p. Skal finne maksimum for /.
I' = —750 - 2p + 27000 = —1500p + 27000.

I' =0« —1500p + 27000 = 0 < p = —27000 _

= 18.
—1500
Forstederiverttest: I’ = —1500(p — 18). I’ er da positiv for p < 18, og negativ for

p > 18, sa dette er et maksimum.
Stgrst billettinntekt nar det koster 18 kr pr billett. Den maksimale inntekten er
I(18) = —750 - 182 + 27000 - 18 = 243 000.

Oppgave 3.11 a) f(z) = 1.32% — 76.05 2 + 1365z + 5000
fl(x)=13- 322 — 76.05- 22 + 1365 = 3.922 — 152.1z + 1365.
f(z) =39 20 — 152.1 = 7.8z — 152.1.
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b) f'(z) =0 3.922 — 15212 + 1365 = 0 & 2 = 25, x = 14,

Andrederiverttest: f”(14) = 7.8-14—152.1 = —42.9, negativ, dvs lokalt maksimum.

=Lokalt maksimum i x = 14, f(14) = 1.3 - 143 — 76.05 - 142 4 1365 - 14 + 5000 =
127714 ~ 12771..

Andrederiverttest: f”(25) = 7.8 - 25 — 152.1 = 42.9, positiv, dvs lokalt minimum.

=Lokalt minimum i z = 25, f(25) = 1.3 - 253 — 76.05 - 25% + 1365 - 25 + 5000 =
11906.25 ~ 11906.

I tillegg til de lokale ekstremalverdiene, mé vi ogsa sjekke endepunktene 0 og 30.

f(14) = 12771, f(25) = 11906, f(0) = 5000, f(30) = 12605.

Vi ser da at sterste antall dyr er f(14) ~ 12771 dyr.

Minste antall dyr er f(0) = 5000.

c¢) Nedgang/gkning méales ved f'(z). Vi skal finne minimum for f’(z). Vi ma da
sette f"(z) =0 782 — 1521 =0 & z = % ~19.5,

1" (x) = 7.8, positiv, sa dette er et minimum for f'(z). f'(19.5) = 3.9 -19.5% —
152.1-19.54 1365 = —117.95 ~ —118.

Nedgangen er stgrst etter 19.5 ar, og nedgangen er da pa ca 118 dyr pr ar.

Storste verdi for f/(x) ma da finnes i et endepunkt av intervallet. f'(0) = 1365, f/(30) =
312.

Bestanden vokser raskest ved tidspunkt x = 0, da gker den med ca 1365 dyr pr ar.

12
Oppgave 3.12 a) f(x) =3z +4+ o
T
wev—u-v 0—12-1 12

/ — 3 —_— Y = 3 - - N

/() * v? * (z+1)2 (z+1)2
1

Finne stasjonzere punkter: f'(z) =0< 3 — iR 03z +1)2-12=0

3z+1P2=12 (r+1)l2 =4 r+1=4/4=242

Sr=—-14+2=1,z=-1-2=-3
uev—u-v 0—-12-2(x+1)-1 24

b)i) f(x) =0— = — = .

)l)f(x) U2 (x_|_1>4 (l’+1)3
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Andrederiverttest: f”(1) = 23 = 3, positiv, s& lokalt minimum i z = 1, f(1) = 13.

f"(=3) = 23 = —3, negativ, si lokalt maksimum i z = -3, f(-3) = ~1L.

Finne vendepunkt: f”(z) =0 < =0 < 24 = 0, umulig.

24
(x4+1)3
Ingen vendepunkt.

1
Oppgave 3.13 a) P’(:c):90—<3 VI +3x- F)-% 3Vx — \/E
=00 — 4.5,/7.
Pl(x) =0 90— 457 =0 /T = £ =20 = 2 = 202 = 400.

2.25
Andrederiverttest: P"(z) = —4.5 - =— sa P"(400) er negativ, dvs dette

2.ﬁ N

er maks.22
Bedriften ma produsere 400 enheter for & maksimere overskuddet. Det maksimale

overskuddet er P(400) = 11500.

100 100 100
b) S(z) = 222 —|——100 S’(x):2-2x—?:4x—?.
S'(x )—0<:>4:c—x——02>4x —100=0« 2% =10 =25
x = /25 = 2.92. Overflaten er da S(2.92) = 2-2.92% + 21—%(; = 51.30.
Andrederiverttest: S”(z) =4 — 0_1;# =4+ @ , 5"(2.92) = 12, positiv, sa
dette er minimum.

Oppgave 3.14 a) K(z) = 923 — 13522 + 700 z + 11664.

K'(z) = 9- 322 — 135 - 22 + 700 = 27 2% — 270z + 700.
Vi finner minimum for K'(z) ved & sette K”(z) = 0.
K"(x) = 27 - 22 — 270 = 54z — 270.
K'(z)=0&54z —-2710=0< 2 = 25740 = 5. Min. verdi: K'(5) = 25.

Andrederiverttest: K" (z) = 54, alltid positiv, s& minimum.

b) Grensekostnaden i z = 12 : K'(12) = 27 - 122 — 270 - 12 + 700 = 1348.

K 92 — 13522 + 700z + 11664 11664
Az) = Kl2) _ 92 Eahaleins = 9% — 1352 + 700 + ——.
X

T T
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11664
Enhetskostnaden i z =12 : A(12) =9-12% — 135 - 12 + 700 + 5 = 1348.

11664
11664 _ o oo 626

5 =

A(z) =922 — 135 —

€T T

11664
¢) Finne minimum for A(z) : A'(z) =0 < 182135 — —;
x

18 2% — 1352% — 11664 = 0 < = = 12 (kalkulator). Merk at vi har fra b) at

= 0. Ganger med z%:

K'(12) = A(12), noe som er tegn pa at = = 12 gir min. for A(z).

0—11664 -2 23328
Andrederiverttest: A”(x) =18 — —433 =184+ ——.
23328 ! !
A"(12) = 18 + T 31.5, positivt, s minimum for A(z) i (12,1348).

K(12) = 16176. Tangentligning: y — K(12) = K'(12)(x — 12)
&y — 16176 = 1348(x — 12) < y = 1348 z.

(Tangenten gar gjennom origo, nok et tegn pa at z = 12 gir min. for A(z).)

d) Inntektsfunksjonen: I(x) = 3940z.

Profittfunksjonen: P(x) = I(x) — K(z) = 3940z — 923 + 13522 — 700z — 11664

= =923 + 1352 + 3240z — 11664.

Finne maks profitt: P'(z) =0 < —272% 42702+ 3240 =0 < 2 = —7.0,2 = 17.0.
Bare x = 17.0 er aktuell her. Maksimal profitt: P(17) = 38214.
(Andrederiverttest: P”(z) = —b4x + 270, P"(17.0) = —648, negativ, dvs maks)

W 5550—5987.5
Oppgave 3.15 a) Gjennomsnittlig priselastisitet: 91;)(_8)5 = 5937'5 =
L 94 85 85
i a'(p)-p _ —05-2p-p —p’ 2p?
Priselastisiteten: £ = — _ _ '
HSCasHISTREten 2(p) 9600 —0.5p2 9600 — 0.5p2  p? — 19200
2 - 852
Priselastisiteten i p = 85 : 32— 19200 — —1.2067.
2p° 2p? + p* — 19200
b)E<-1E+1<0& ———+1<0&
) + p? — 19200 + p? — 19200
3p? — 19200 <0 3(p+ 80)(p — 80)
p? — 9075 (p+138.6)(p — 138.6)

Lag et fortegnsskjema for intervallet [0, 138] : p+80 og p+ 138.6 er positive i dette

intervallet, p — 138.6 er negativ i hele dette intervallet, mens p — 80 skifter fortegn
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i p = 80. Til sammen gir dette at brgken er positiv i [0,80) og negativ i (80, 138].
Etterspgrselen er derfor elastisk i intervallet (80, 138].

Oppgave 3.16 Den prosentvise endringen er tilnsermet gitt ved elastisiteten.

z(p) = 1260000 p~ 15 = 2/(p) = 1260000 - (—1.15) p~215
g vp) - p _ 1260000 (—1.15)p2%.p  —1.15p 119
R 1260000 p—1-15 T pLIs
Dvs en nedgang med ca 1.15 %.

=—-1.15

Oppgaven kan ogsa lgses uten bruk av elastisitet:

1260000 - (1.01 p)~*15 — 1260000 - p~ 115 )
2 100% = (1.017%15 —-1) - 100% = —1.14
1260000 - p—1-15 % = ( ) - 100%

%.

Oppgave 3.17 a) (z +2)? + y* = 100.

Implisitt derivasjon (og kjerneregelen) gir: 2(x +2)-1+4+2y-y' =0
—2 2 — 2 —x — 2
S22y =-20+2) ey = (z+ ): (@ + ): v
2y Y Y

I(6,6)ery = = — = ——,

4
Tangentligning: y — 6 = —g(x —6)ey= —37 + 14.

Oppgave 3.18 a) Tilvekstformelen: f(x1) =~ f(zo) + f'(x0) - (x — x0).
Innsatt i tilvekstformelen: f(21.8) ~ f(21)+ f'(21)-(21.8 —21) =441+ 12-0.8 =
450.6.

147 -21.8
21.8) = ————== = 450.5039.
/ ) V2 '(21.8 +7 )
450.6 — 450.5039
Feil i : -100% = 0.021 %.
eil 1 prosent 505039 % %
a-0—3 =3
_ 2 _ 15
P90 =5 =3

Tilvekstformelen: ¢(0.5) ~ ¢(0) + ¢’(0)(0.5 —0) = —1.54+1.2-0.5 = —0.9.
/() = a(r+2)—(ax—3)-1 ar+2a —ar+3 2a+3
g = (@ +2)? T @r2?r @2

2 +3  2a+3
7(0) = a; - “: — 1262 +3=48<20=18

18



1.8

09-05—-3
095) = ——— = —1.02.
9(05) = ==

Oppgave 3.19 g(z) = ar® + z - In(z + 2)
g(0)=a-0*+0-In2=0.

g (x) =2ax+In(x+2)+x-
§d(0)=0+1In2+0=1In2.
Tlvekstformelen: ¢(0.2) ~ ¢g(0) + ¢’(0) - (0.2 —0) =1n2-0.2 = 0.14.

T+ 2

Oppgave 3.20 a) f(0)=2—-2=0.
f(z) = T 44= f0)=-2+4=2.
f'(x)=2e"= f"(0) =2

F(x) = —2677 = f(0) = -

fO(z) =27 = fW(0) =2

Py(z) =0+420+4 222 — 22° + 22t =20 + 2? — 3% + 552,
b) f(z) =1In(z +5) = f(0) =In5 = 1.6094

Fay=" = He 2 S0 =1 =02

@) =G = = 0 = -5 =—%

fa) = R = = 0 = =

Py(z) = 1.6094 + 0.22 — & 22 + =25 2% = 1.6094 + 0.2 7 — & 22 + 5L 2
£(0.6) = In5.6 = 1.722767
P4(0.6) = 1.6094 + 0.2 - 0.6 — 28 1 26 — 1 799776

Oppgave 3.21 Bruker L’Hopitals regel for % og =.

r—1 . 1 1
o)y =My =5y~ 0%
222 — 1 4 4
b) m 22 L i -2 e L o4

z—o00 5?2 +31r  z—00 10+ 3  z—o0 10
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Etter & ha derivert 1 gang, har vi framdeles 22, derfor bruker vi regelen enda en

gang.
oef—r—1 .oef—1 et €
o) —— =l =5 =5 =05
Etter a ha derivert 1 gang, har vi fortsatt %, derfor bruker vi regelen en gang til.
1 1
d) 1 ln(l‘—g)_l H:10—9:1
z—10 7 — 10 z—10 1 1
o) i 2% —1 i 625 6
im im— = —
z—1 ZE;’ —1 =2—0bx* 5
r*+3r—4 ., D
Dlim—5—7—=lIn5%"=5-=25
Kapittel 4

Oppgave 4.1 a) 57 = 181. Tar In pa begge sider: In(5*) = In 181

e z-Inh=1nl8l < 2 = hilil — 3.2300.
n

12
b) 3e%29% = 12 & 9297 = 3= 4. Tar In pa begge sider:

In4
Ined29% — Ind e 0297 = Ind < ¢ = % — 4.7803.

Oppgave 4.2 a) f(z) = 16927 & f/(x) = 16 - 0.025 0957 = (.4 €022
b) f(x) = 1400(1 — e 00997) 1 400 = 1800 — 1400 ¢~0009

f/(x) = 1400 - (—e~09997) . (—0.009) = 12.6 ¢~ 00097,
2 60.3:)0

c) flz) =

uWeov—u-v 2-03e93%.p—2e0837.1 037062 —2
play = Lo : 00 =2
v T x

d) f(z) =100(e®?* — 1)? = 100 u?. Bruker kjerneregelen.
(@) = 100 - 2u - ' = 200(e027 — 1) - €027 - (0.2) = 40¢%27(e02% — 1),

2.7\
Oppgave 4.3 a) Diskret vekst: f(t) = A(1+7)" = 9.36 - (1 + m) = 9.36 -
1.027
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f(3) =9.36 - 1.027* = 10.139 millioner. f(5) = 9.36 - 1.027° = 10.694 millioner

12
9.36 - 1.027" = 12 & 1.029" = —— = 1.337580. Tar In pa begge sider:

9.36
In 1.282051
1n(1.029") = In1.337580 < ¢ - In1.029 = In 1.282051 > ¢ = ———"_ — 9326

In 1.027
dvs etter 10 ar, i 2012.

b) f(t) = 35000 ®0°¢_ £(6) = 35000 - 09996 — 35000 - 005 = 36941.96 ~ 36942.
F(12) = 35000 - €2-00912 — 35000 - 108 — 38991.67 A 38992.

35000 *0%9" = 41000 « €099 = Z009 — 1.171429. Tar In pa begge sider:

In1.17142
In 0009t — 111171429 <> 0.009 ¢ = In 1.171429 <> ¢ — HT7099 — 17.58 Ar.
¢) Lar = 2. Vi far da ligningen: 6160 e "6 = 5732 & e;ﬁr _ 5132 ) 930519
R . E 1 0930519_6160_ | |
Ine % = 1n0.930519 < —6r = In0.930519 < r = n‘—6 — 0.012

p = 100r = 100-0.012 = 1.2 %.

Oppgave 4.4 f(x) =24z -e795%, f(4)=24-4-e2=96- e 2 =12.99 ~ 13.

Siden f(z) er pa formen wu - v, bruker vi produktregelen nar vi deriverer. u =
243, v = e 057,

fx)=u -v+u-v =24 e 057 4 24x . 7057 . (—0.5) = 247057 — 12 - 7057 =
1270522 — ).

Finne lokale ekstremalpunkter: f/(z) =0 < 12e7%°%(2 —x) = 0. Siden e~ aldri
kan bli 0, kan vi dele pa 12e=2* pa begge sider, og farda 2 —2 =0 & o = :—f = 2.

Forstederiverttest: f/(z) = 12e7%5%(2 —x) = —12¢7%%%(x — 2). Setter inn i forteg-

052 or alltid positiv, £ — 2 er negativ for z < 2 og

nsskjema. —12 er alltid negativ, e~
positiv for x > 2. f'(x) er da postiv for x < 2 og positiv for x > 2, dermed maksimum.
Lokalt maksimum: z =2, f(2) =24-2-¢7! = 17.66.
(Hvis du velger andrederiverttest, ma du ogsé bruke produktregelen for & finne

f"(x). Naer u=12¢7°% v =2 — .

M)y =u - v+u-v =127 (=0.5)(2 — ) + 12¢70°7 - (=1) = 12e 957 (—-1 +
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052 —1) =12e7%°%(0.5x — 2) = 6 %% (z — 4).
1"(2) = 6e71(2 — 4) = —4.41, negativ, s& lokalt maksimum i z = 2.).
10
Oppgave 4.5 a) f(z) =10lnz = f'(z) = —.
T
u’ 813

_ 4 — / = —— ———
b) f(z) =In(22* 4+ 129) =Inu = ¢'(x) = " = 2t 1 129
c)h

x) = 622 - Inx. Bruker produktregelen:

(z) 8
1

W(z)=u -v+u-v =12z -Inx + 62> — =12z - Inx + 6z
x

/
B 9 B u —4x 4+ 17
Oppgave 4.6 g(z) = In(—22*+1724+90) = In u4:> g’ii) = = o T 172 190
Finne lokale ekstremalpunkt: ¢'(z) = 0 & —— v =0=—4x+17=0

—222 4+ 172 + 90
& v =4.25.

En fgrstederiverttest viser at dette er et maksimumspunkt (nevneren er positiv i
det aktuelle intervallet, slik at fortegnsvariasjonen til teller blir avgjgrende).

Maksimum: ¢(4.25) = In126.125 = 4.837.

Sjekker endepunktene: g(—1) =1In71 = 4.263, ¢(12) =1n6 = 1.792.

Storste verdi er g(4.25) = 4.837, minste verdi er g(12) = 1.792

Oppgave 4.7 a) T(0) = 32.2¢° +22.2 = 54.4.

T(5) = 32.2¢7022 1 22.2 = 48.0.

T/(1) = 32.2 - (—0.044)e~004! = 1 4168 ¢~00441

Temperaturnedgangen ved t = 5 : T"(5) = —1.4168 - e %22 = —1.137° per minutt.
b) 32267004 1 929 = 40.5 & 32.2¢ 004 — 40.5 — 22.2 = 18.3.

—0.044¢ __ 183

e = 355 = 0.568323. Tar In péa begge sider og far:
—0.044¢ = In0.568323 < ¢ = 0568828 — 19 8 minutter.
Jim (32.270048 4 92.2) = 22.2 fordi e %! — 0 nér ¢t — oco.

Romtemperaturen er da 22.2 grader Celsius.
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12000
1+ 2¢ 0080

= 4000 fugler ved tidspunkt 0.

Oppgave 4.8 a) N(t) =
12000 12000
N 0 pum pr—
() 1+ 2 3

tlim N(t) = 12000 fordi e™* — 0 nar ¢ — oo.
b) N'(t) w v —u-v 0—12000- 2(—0.08)e008¢ _ 1920 e 0081
02 (1 + 2¢ 0081)2 (1 + 2¢0081)2
For & finne maksimum for N'(¢), ma vi sette N”(t) = 0.
N(1) = u’.v—2u.v’ _

v
1920(—0.08)e098%(1 4 2¢70-08%)2 _ 1920e70-98¢ . (1 + 2¢79081)2(—0.08)e~0-08¢

(1 + 26—0.0815)4
~1920(—0.08)e"*%%(1 4 2¢70987) — 1920957 . 2. 2. (—0.08)e 0"
o (14 2¢-0-08)3
- —153.6 670.0815(1 + 2670.081‘/ _ 4670.0815) B 153.6 670.081‘/(2670.0825 _ 1)
o (1 + 2e008)3 o (1 + 2e008)3
N'(t) =0& 27008 -1 =0 908 =05 < In(e %) =1n0.5
In0.5

& —0.08t=In0b<t= = 8.66.

! —0.08
Veksthastigheten er stgrst ved tidspunktet ¢ = 8.66.

Bestanden er da N(8.66) = 5998.5 ~~ 6000 fugler.
Veksthastigheten er da N'(8.66) = 240, dvs bestanden vokser med en fart av 240

fugler per ar.
Dette er en logistisk funksjon som er konveks til venstre for punktet, og konkav til

hgyre, dermed ser vi at ¢ = 8.66 virkelig gir et maksimum for N'(¢).

Oppgave 4.9 [(z) =192z — 30z - Inz.

I'(2) =192 — (30In2 + 302 - 1) = 192 — 30In2 — 30 = 162 — 30 In z.
I'(z) =04 162—30lnz =0« 30lnz =162 < Inz = 32 =54

r =t =2214.

Maksimal inntekt: 7(221.4) = 6642.19.

(Test for maksimum; I”(z) = —22 | som er negativ for alle positive z).

Kapittel 5
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Oppgave 5.1 a) 7 ar = 12:7 = 84 maneder.

109 380-1.0045%4 = 159 489.82.

150000
b) Naverdi: Ky = ——— = 122469.60

1.0524
88801
(147)% =88801 < (14 7)5 = ——— = 1.30974
¢) 67800 (1+7)° = 88801 & (1+7)° = =5 = 1.300749

& 147 = /1.309749 = 1.3097495 = 1.046 = r = 0.046 = p = 100r = 4.6 %

153 500
d) 87500-1.048" = 153500 < 1.048™ = TR0 1.754286. Tar In pa begge sider:
n-1n1.048 =1n1.754286 < n = ln”ﬂ =11.99, dvs n = 12 ar.
In1.048

12340 - 1.045 - (1.045'2 — 1
Oppgave 5.2  a) 12340-1.045+12340-1.0452+....+12340-1.045'2 = 340-1.045- (1.045 )

0.045
= 199413.33.
D - 1.045(1.04512 -1) 250000 - 0.045
b = 250000 < D = = 15470.38
) 0.045 1.045(1.04512 — 1)
D n Ko-r 385000 - 0.071
Oppgave 5.3 Ky = —(1—-(5)") © D = 01 - = — 5 =
" 1-(57) 1 - (om)
41025.64

Rente 1. ar: 385000-0.071 = 27335
Avdrag: 41025.64 - 27335 = 13960.64.
Restgjeld: 385000 - 13690.64 = 371 309.36

1
Oppgave 5.4 D -1.038° + D -1.0385 + ...+ D -1.038'2 — %
D -1.0383(1.038° — 1) 360000 - 0.038
= — 360000 < D = — 32655.06
1.038 — 1 1.0385 - (1.038° — 1)
Oppgave 5.5 Kg— — — D _ 51000 — 980 769.23
ppP8 T T T T T 0052 0052 4o

1.052

Oppgave 5.6 Trykkfeil i oppgaveteksten i boka: Innskuddet skjer 1/1-2000.
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1 8
4 _ S000 8000 8000 _a(l—k") _ 8000 (1- (3)")
= To395 10397 T L089B T 1—k 10395 (1- 1)

= 44668.32

Oppgave 5.7 a) K(t) = 100000 *-%*
K(5.5) = 100000 - €%0655 = 100 000 33 = 139 096.81
K(10) = 100000 - €%910 = 100000 - ¢*6 = 182211.88

In2  In2
b) Doblingstid for kontinuerlig vekst: ¢ = n 0n06 = 11.6 ar.
r
In2 In2 In2
t—T(:)T— ; 77—009 dvs 9 %.

Oppgave 5.8 180000 - 1.015% = 439779.56.
180000 - 1.09'0 = 426125.46.

Investeringen med 1.5 % rente pr méned gir storst sluttverdi.

Oppgave 5.9 Man ma velge et oppgjgrstidspunkt. Jeg har valgt & ta oppgjoret
like etter innbetaling nr 15, og dermed 1 ar for fgrste utbetaling.

Naverdien av utbetalingene pa dette tidspunktet er

60000 60000 60000 60000 e

Dette ma da vaere lik sluttverdien av oppsparingsannuiteten pa oppgjorstidspunktet:

n_1)  D-(L052% — 1
DAD 10524 D 10522+ ...+ D. 10504 = ¥ =1 _ D-(1.05 )

(k—1)  1.052—1
D - (1.052%° — 1) 258338.69 - 0.052
— =2 . D= = 11792.93.
3050 58338.69 < om0 1 792.93
Kapittel 6

2
Oppgave 6.1 a) f(12x+7)dx:6-%+7x+023x2+7x+0

3 2
b) f(0.6x2+14x+12)dx:0.6-%4—14-%+12x+C:0.2x3+7x2+12x+C
4 2
) f(12x3—8x—15)dx:12-%—8-%—15x+023x4—4x2—15x—|—0
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d) [A-—z+2?—2¥)de=0—-=+=—-=+C

4 2
Oppgave 6.2 a)/<5x——>dx:5-%—41n|x|—|—C':2.5x2—41n|x|—|—C'
T

1
b)/ de =In|z+ 1|+ C.
r+1
0.4z
+C =125 4+ C

0.4xd — 5.
c) /5@ =05 04

d) [ 5 e dx:f(5x’2—66’2x)d13=5'x—71—6~672x+0
22 -1 -2
=—§+3e’2‘”+6’
T
2 5
)/( —)dx:21n|x+4|—5ln|x|+0
r+4 x
o5, 0541 - 205 oy -
—dr = — — —
/ = / = —O5—|—1+ 05—1— Vo +

Oppgave 6.3 a) F'(z) =523 — 0.32% + 52 + 1, F(0) = 100.
F(x):/(5x3—0.3x2+5x+1)dx:5~%4—0.3-%3+5-%2+x+0
=12522 - 0123 +2522 + 2+ C

F(0) = C' = 100.

F(z)=125z* —0.12% + 2.52% + x + 100.

b) F'(z) =5e %% +4. F(0)

F(z) = /(5e—01’” +4)dx =5 - 111 +42+C =—-50e%7 442+ C
F(0) = 2504+ C = 54 C = 50+ 5 — 55.

F(z) = —-50e7%1% + 47 + 55.

d.
0.

e

Oppgave 6.4 a) Arealet mellom grafen f(x) = 2*>+x og x—aksen over intervallet
2,4].
x> 2P
/ (22 4+ x)dx = = + = + C. Setter C' = 0 ved beregning av bestemt integral.

3 7
4
£o2 2% 22 44 8 56 74
A: d =" T - — — — = — 8———2:— 6:—
U/}xx) =gty Ty Ty T3 3 5 T0=73



1 1
b) Arealet mellom grafen f(z) = x_i) + ?O og x—aksen over intervallet [1,5] .

1 1 1 -1
/(2 0)dm—/(15x_2+—0):15-x——|—101n|x]+6’
x T T —1

1
— 5 + 101n|z| + C.Setter C' = 0.
x

1 1
A= /f(x)da: = —35 +10In5 — <_T5 —i—lOlnl) =-3+10In5+15—-10In1

1
=124+ 101n5 = 28.09438.

c¢) Arealet mellom f(x) = 8¢™* og x—aksen over intervallet [0,5] :

5
/86”0[95 = — (—8¢%) =8 —8¢™® =7.946
0
0.03 0.06 670.031‘/ 670.061‘/
o) 6.5 [ (246008 94000604 —94. & 04 &
ppgave / (24e e ~0.03 ~0.06

—800 7093t 4400 7006t 4 '

(24 e 003t — 24e7006) g = —800 e~ 5 + 400 e~ — (—800 + 400) = 241.41.

S ||

Oppgave 6.6 It — [I(t)dt = [(0.001£3 4+ 0.7t + 15) dt

= 0.001 - %+07 +15t+0_000025t4+035t2+15t+0

K(10) = 800 < 0.00025 - 10* +0.35- 10 +15- 10 + C = 800 < 187.5+C = 800 <
¢ = 800 — 187.5 = 612.5.

K (t) = 0.00025 t* 4 0.35t* + 15¢ + 612.5.

Oppgave 6.7 Siden graden til teller er stgrre enn graden til nevner, tar vi forst
polynomdivisjon.
2 +100+8:x+2=2+8
— (2% + 22)
8T + 8
—(8x + 16)
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Rest -8

8 z?
/f(x)dx:/(x—FS—x_’_z) dx:7+8x—8ln(x+2)+0.
5

52 12
A:/f(x)dx:§+8-5—8ln7— <5+8—8ln3>

1
=125+40—-8In7—-0.5-8+8In3 = 37.2216

8000¢ + 18 000

O 6.8 dt.

Polynomdivisjon siden teller og nevner har samme grad:

8000¢ + 18000 : ¢t 4+ 5 = 8000

—(8000¢ + 40 000)
rest: —22000
t+1 292
/8000 18000 dt = / 8000 — 22000 dt = 8000t — 220001n |t + 5| + C.
t+5 t+5
60
8000t + 18 000
/ t: . dt = 8000 - 60 — 22000 - In 65 — (8000 - 0 — 22000 - In 5)

0
480 000 — 22000 - In 65 + 22000 - In 5 = 423571.1.

60.02575

C = 20002025t
0025 e

Oppgave 6.9 a) F(t) = [ f(t)dt = [ 502925t = 50-
F(0) =2000e’+C =0« C =0—2000 = —2000
F(t) = 2000 £%925¢ — 2000

b) 2000 ™25 — 2000 = 10000 < 2000 *025 = 12000 <> "0%5! = 12990 — ¢,

Tar In pa begge sider og far: 0.025¢t =1n6 <t = 013265 = 71.67 ar.

Oppgave 6.10 a)/ 3 x
T

Substitusjon: Velger u = 2% + 3. % = 2z & du = 2z dx.

2 1 1
/ 23: d:z::/—du:/—du:ln|u\+C’:1n(x2+3)+C.
x4+ 3 u U

b) / (052 + 3)%da.
Substitusjon. Velger u = 0.5x + 3. % =05 du=05dr & dr = % = 2du.
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4
/(0.5x+3)3dx:/u3'2du:2/u3du:2-%+C:0.5(0.5x+3)4+0
o) [x- (a2 +7)da

Substitusjon: u = z? + 7. 3—; :2x<:>du:2xdx(:>%du:xdx

fx-(:U2+7)2dx:fu2-%du:%-%3+02%(902—1—7)3—1-0
922

Substitusjon: u = 2® + 2. & = 32? & du = 32%dr < £ du = 2%dz
I 922
3+ 2

1
dx:9fidu:%ln|ul+C:3ln|x3+2|—l—C'

Oppgave 6.11 a) /12:13 ‘Inxdx

Delvis integrasjon /u’ cvdr=u-v— /u -v'dx. Her velger vi ' = 122, v = Inz.
1222
2
2 5 1 2 2 a?
122 -Inxdr =6x2°-Inx— | 62°-—dr =62°-Inx—6 [ xdx = 6x ~lnx—6-?+0
x

Da blir u = /12950[95 = = 622, og v/ = 1
T

=62% - Inx — 322+ C.
b) /18x2 ‘Inzdx

1823
Delvis integrasjon: Velger v/ = 182% og v = Inz. u = /18:132d33 = 2 g,
1
v=Ilnzr=1v=-.
x X ,
/18x2-lnxdx = 6x3'1nx—/6x3~—dx = 6x3-lnx—6/x2dx = 6x3‘lnx—6'%+0
x

=62% -Inz — 223+ C

c) /x-exdx

Delvis integrasjon: Velger ' = e~ og v = z. Da blir u = /exdx =

og v =1.
/:v-e_“’dx = —e‘”’-x—/(—e‘a’)ddx = —e‘”w—l—/e‘”’dm =—e " x—e"4+C.
d) [3z- e 7dx

eO.lac

Delvis integrasjon. Velger u' = €*'?og v = 3z. Da blir u = /eo'udx = ST =
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10e%1% og v = 3.
N B o 1x - 1z eO.lx _
[3z - e ody = 107 - 3z — [3-10e™%dy = 30z - *1* — 30 - &+ + C =
30z - "7 — 300" + C

Oppgave 6.12 a) / @ —2926)(_:137— 3
2 — 7 _ A N B :A(x—3)—|—B(x—2):(A—I—B)x—?)A—ZB

(x—=2)(z—-3) =z—-2 x-3 (x —3)(z —2) (x —2)(z —3)
A+B=2

—3A—-2B=-7

20 -7 3 1
dv= [ [—2— — dr =3n|z — 2| —In|z — .
/(x—2)(x—3) x /(x—Q x—S) r=3In|zr—2|—In|z-3|+C
-z + 18 . 9
b) "4 dz. Delbrgkoppspalting. z* —4=0< 1 =2, = —2.
x_
—r+18 A N B Alx+2)+Blx-2) (A+B)x+2A-2B
-4 -2 2+2  (z-2)(z+2) = (z—-2)(z+2)
A+B=-1

2A—-2B =18
— 1 4
/ v de:/( > )d:v:4ln|x—2]—5ln\a:+2\+0

dz. Bruker delbrgkoppspaltning.

Ligningssystem med lgsning A = 3, B = —1.

Ligningssystem med lgsning: A =4, B = —5.

2 —4 r—2 z+2

Kapittel 7

Oppgave 7.1 a) fl(z,y) =9-20+15-1-y—0+43 = 18z + 15y + 43
folx,y) =0+ 152 -1 —20-2y + 0 = 15z — 40y

" (2,y) = 18. f (v,y) = 15 = f1 (z,y). 1, (z,y) = —40.

b) fi(z,y) =15-322+5 -2z -y +0=452%+ 10xy

fo(@,y) =0+52%-1+4-2y=5z%+ 8y

vz, y) =45-204+10-1-y =9z + 10y

() =102 = fi (2,y). [y, (2,y) =8
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Oppgave 7.2 Det har dessverre blitt en trykkfeil i oppgaveteksten, derfor stem-
mer ikke fasiten. Her er lgsningen av oppgaven slik den star i boka:

2 2
a) fl(z,y) =0+5-2x-y>—=-1=10xy* — -

Yy
0—2z-1 2
fi(z,y) = 0.8 - 4y* 4 522 - 2y — Tf =3.293 + 1022y + y—f
f1(3,2)=10-3-22 — 2 =119
f1(3,2)=32-2%+10-3%- 2+ 22 = 207.1
b) fi.(x,y) = 10y
i TIPS 2 _ " (
xy(x7y>_ T2y — y2 - xy—’_yz_ YT x7y>
0—2z-2y 4x
— 2 2 _ 2 2
(T y) =32 3y° + 10z +T—9.6y + 10z BT

Oppgave 7.3 P, (z,y) = —24x — 12y +4992. P, (v,y) = —32y — 12z + 6240.
Pl(z,y) =0< =24z — 12y + 4992 = 0 24x + 12y = 4992
=

P)(z,y) =0 —127 — 32y + 6240 = 0 122 + 32y = 6240
Lgses direkte pa kalkulator, eller ved addisjonsmetoden.

Lgsning: © = 136.4,y = 144.

A=P], =-24 B=P! =-12. C=PF) =-32.

A-C— B =-24-(-32) — (—12)? = 624, positiv, og A = —24, negativ, si det er
et maksimum.

Det maksimale overskuddet: P(136,144) = 724736.

Oppgave 7.4 a) fi(z,y) =4z +y—4. fi(z,y)=-2y+ux
filz,y) =0 dr+y—4=04dv+y=4
fol,y) =0 2y+r=0&2-2y=0

dr+y=4
r—2y=0

Linesert ligningssystem med lgsning z =3 |, y = 3

Stasjongert punkt: (%, %) .
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A=fl.=4 B=f,=1C=f =-2

A-C—B?=4-(-2)— 1% = -9, negativ, dvs. sadelpunkt.

b) fi(z,y) =232 fi(a,y) =~y

filzy)=0e2-3 =0 r’=F=4cr=2,0=—2

folx,y) ==0& —y=0&y=0

Stasjoneere punkter er da (2,0) og (—2,0).

r(ry)=—3-20=—2.B=f =0.C=f) =-1

I(2,0) er A= f7(2,0) =—2. Da blir

A-C—-B*=(-2)-(-1)—0* =2 > 0, 0g A < 0, dermed er det et lokalt
maksimumspunkt.

Maks.verdi: f(2,0)=4—2+3 =4

I(=2,0)er A= f"(—2,0)=—(-2) =2.

A-C — B?=2-(—1) = —2, negativt, s& sadelpunkt.

¢) fu(x,y) =6z —6y. f(z,y) =12y — 6a.

fi(z,y) =062 —6y =0 62=0y < z=uy.

fi(x,y) =012y — 62 =0

Vi setter inn y = z i den siste ligningen: 1222 — 62 = 0

Andregradsligningen har lgsninger x = 0, = = 0.5.

Siden y = x, blir de stasjonaere punktene (0,0) og (0.5,0.5).

A=fl,=6. B=f =—6. f,(z,y)=24y.

T(0,0) er C' = f7(0,0) =24-0=0.

A-C—B?=6-0—(—6)? = —36, negativt, s sadelpunkt.

1(0.5,0.5) er C = f7 (0.5,0.5) = 24-0.5 = 12.

A-C—B? = 6:12—(—6)? = 36, positivt, og A > 0, s& vi har et lokalt minimumspunkt
i (0.5,0.5).

Minimumsverdien blir: f(0.5,0.5) =3-0.52 +4-0.5> —6-0.5- 0.5 = —0.25.
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Oppgave 7.5 a) f(32,243) = 20 - 32%8 . 2432 = 20 - 16 - 3 = 960, s& punktet
ligger pa nivakurven.
_% —90-0.8 2081 y0.2 —4x*0'2y0'2 — 4y
! r : _ —
Yy = g_?]; 920 298.0.2 y0'2_1 - xo.sy—o.s o

—4 243
TR —30.375.

Tangentligningen: y — 243 = —30.375(x — 32) < y = —30.375x + 1215.

I punktet (32, 243) er stigningstallet til tangenten y' =

b) Tilvekstformelen: y ~ 243 4+ (—30.375) - (33 — 32) = 243 — 30.375 = 212.625.
Man kan ogsa finne den eksakte verdien av y her uten & bruke tilvekstformelen:
960
20 - 08 ,,02 _ 0.2 _ =209
0-33%°.y 960 < y 50 3308 92705
Vi opphgyer begge sider av ligningen i femte:
y = (y°%)% = 2.92705° = 214.86.

De to svarene er ikke like, siden det forste bare er en tilnserming.

Oppgave 7.6 a) z= f(r,y) =022 — 022y +0.5y* —7.2x — 3.6y + 140
9 —042-02y—72=0

g =—0204+y-36=0

Ligningssystemet: 0.4z — 0.2y = 7.2 har Igsning x = 22,y = 8.

—022x+y=236
Stasjoneert punkt (22,8).
0*f *f 0*f
=—=04, B= =-02 C=—=1
o2 ’ OyOx ’ Oy?

AC — B>=104-1-(-0.2)? = 0.36, positiv, og A er positiv, si dette er et lokalt
minimum. f(22,8) = 46.4.

b) Lagrangefunksjonen: F(z,y) = f(x,y) — A(3x + 5y — 56).

a—F:O.4x—0.2y—7.2—/\'3:0 I
5F
— =—-022+y—36—-X-5=0 IT
dy
3x + b5y = 56 I11
Ar—02y—17.2 —0.2 - 3.
Avligninngz‘irvi/\:O T O3y ! . Av ligning IT: A= .. 0 ac—gy 36.
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Vi far da: O.4x—0i.))2y— 7.2 _ —O.2x—gy—3.6

2% —y—36=—062+3y—108 & —dy — —2.61 + 25.2

oy = 0.657 — 6.30.

Innsatt i III: 3z + 5(0.65 2 — 6.30) = 56 < 6.25x = 87.5 &z = 14, y = 2.80
Minimumsverdi: f(14, 2.8) = 64.4.

Oppgave 7.7 a) Lagrangefunksjonen: F(z,y) = 252%%.¢%6 — \(4z + 15y — 100).

F
a—:2§"')~0.4x*0'6~y0'6—)\~4:0 I
5F
— =252 06y %t - X-15=0 IT
dy

4z + 15y = 100 II1

10 —-0.6 ,,,0.6
Ligning I: 102700 %% — 4\ = 0 A = ————F— = 25270040
15 04  ,—04
Ligning IT: 152%4 .y %4 — 150 =0 & A = kN I CA—"E y 04
0.4 0.4
Vi far da: 252706 . 906 = 204, 4704 & A Sy=04x

y70.4 2.5:(7*0'4
Innsatt i ITI: 4z +15- 042 = 100 < 102 = 100 & 2 = 8 =10, y = 0.4 - 10 = 4.

Maksimumsverdi: ¢(10, 4) = 144.27.

b) Lagrangemetoden: F(z,y) = 2zxy — \(2? + y* — 18)

oF
oF
o2y = 11
oy~ 2 y=0 (ID)
r? + 9% =18 (I11)

Merk at ©+ = 0ilgiry =0,0gy = 01ill gir x = 0. Men (0,0) oppfyller ikke
bibetingelsen. Vi kan derfor anta x # 0, y # 0.
Y x

2y 2z
Dgir \=—===. Il) gir \ = — =
Mard=gl =% (ari=g =2

(D) =) girda L =2 &y =22

z Yy
Innsatt i III: 222 =18 & 22 =9 =2 =3, 0= -3. y? =22 =9 giry = 3,y = —3.
Aktuelle punkter: (3,3),(3,-3),(—3,3),(—=3,-3).
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Maksimumsverdi: f(3,3) = f(—3,—3) = 18.
Minimumsverdi: f(3,-3) = f(—3,3) = —18.

Oppgave 7.8 f(z,y) = 22 — 2y* + 12. Skal finne stgrste/minste verdi over lukket
og begrenset omrade: 0 <z <1, 0 Sy < 2.

Leter forst etter lokale maks/min i omradet:

o1 =2r=0. 97 = —4y = 0. Stasjoneert punkt: (0,0).
ox Jy
82]0 82f 82f

A-C — B? = -8, derfor sadelpunkt. Det fins ingen lokale maks/min.
Randkurven: Omradet er et rektangel, og vi regner fgrst ut z—verdien i hjgrnene.
£(0,0) =12, f(1,0) =13, f(0,2) = -8+12=4, f(1,2)=1—-8+12=5.

Vi leter sa etter eventuelle maks/min midt pa sidekantene:

1)z=0,0Zy=2.

z=f(0,y) = -2y +12= 2 = -4y = 0 & y = 0. Vi er da tilbake i (0,0).

2 y=00<z<1.
z=f(2,0)=2>+12= 2 =2x=0< 2 =0. Vier tilbake i (0,0).
3)z=1,0Zy <2

z=f(lLy)=12-22+12=13-2¢y> =2 = —-4y=0sy = 0.

Vi er tilbake i (1,0).

4)y=2, 0z 1.

z=f(2,2)=2>-2-22+12=02’+4=2=22=0&2=0.

Vi er tilbake i (0,2).

Var leting etter maks/min langs sidekantene ga ingen nye punkter i tillegg til
hjgrnene.

Siden vi heller ikke har lokale maks/min i omradet, mé stgrste/minste verdi vaere

i hjgrnene. Sammenligner vi z—verdiene i de 4 hjgrnene, far vi at stgrste verdi er

f(1,0) = 13, og minste verdi er f(0,2) = 4.
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Kapittel 8

20— 05y =0 o 20— 05y =0
Oppgave 8.1 a) . 2.1 legges til ligning 17 :
—4r+ y=0 0=
o x—02y=0 r =025y
Ganger ligning I med 0.5: =
0=0 0=0

Ligningssystemet har da uendelig mange lgsninger. Hvis vi setter y lik et tilfeldig
valgt reelt tall ¢,kan lgsningen skrives pa formen: x = 0.25¢, y = ¢, der ¢ fritt valgt

reelt tall.
0.75a — 0.5b = 0.25 ' 0.75a — 0.5b = 0.25
b) . —2- I legges til I1:
1.50a — b=0.50 0=0
Ganger ligning I med 0—175 = % : 3 P le 503
' 0=0 0=0

Ligningssystemet har da uendelig mange lgsninger. Setter vi b lik et tilfeldig valgt

reelt tall ¢, kan vi skrive lgsningen som: x = % + %t, y = t, der t fritt valgt reelt tall.

r4+2y—22=4 ) r+2y—22=4
Oppgave 8.2 a) . —1-1 legges til I1 :
rT—y+5z=3 —3y+7z=-1
) LT F2y—22=4
Vi ganger /I med —3 : : .
Yy—3%=3
T +8,=1 z=10_28,
—2- 11 legges til I : 73 13 & 13 73
Yy—32=3 Yy=3+3%

Setter z lik et fritt valgt tall £. Den generelle lgsningen blir da:

x:le—??—gt,y:y:%—i—%t,z:t.

b)
r+y—32=0

20+ 3y —22=1| —2-1legges til II. —1-1 legges til 111 :

rT+2y+2=1
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r+y—3z=0
y+4z=1| —1-1II legges til I11. Det gir ny ligning I11 : 0 = 0.

y+4z=1
Ligning IIT er derfor overfladig og kan slettes. Vi eliminerer sa y fra I ved a erstatte
med [ — II:
T — Tz =—1 r=—-1-"7z
<=
y+4z=1 y=1-—4z

Vi setter z = ¢, et fritt valgt tall. Da kan vi uttrykke den generelle lgsningen slik:

r=—1-Tt,y=1—-4t, z =t.

Oppgave 8.3 a) =—-1-0—-5-3=-15.
) 0
21 —4
b) =21.7—(—4)-10 = 187
10 7
0 1
¢ =0—(-1)=1
-1 0
5 2 1
-1 4 1 4 1 -1
d|1 -1 4|=5- -2 +1-
0 2 3 2 3 0
3 0 2
=5-(=2)—2-(2-12)+1-(0+3)=—10+20+3 = 13,
1 0 6
1 -1 4 1
e)l 4 1 —-1|=1- +6- =1-146-(-5)=-29.
0 1 5 0
5 0 1
4 -1 2
1 0 3 0 3 1
f)|3 1 0]|=4: —(~1 +2
2 1 -1 1 -1 2
-1 2 1

=4-14+1-34+2-(6+1)=21.
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Oppgave 8.4 a)

r—2y=1
3r+4y =3 .
1 -2
=1-4+2-3=10+# 0, sa entydig lgsning.
3 4
1 -2 1 1
3 4 10 33 3-3
Cramers regel: © = =—=1y= = =0
1 —9 10 1 -9 10
3 4 3 4
b)
20 =3y =1
—4xr +6y =5
2 -3
=12 —(=3) - (—4) = 12 — 12 = 0. Ikke entydig lgsning.
—4 6
Gauss-Jordan-metoden: 2 - I legges til /7] :
2v -3y =1
0="7]
Selvmotsigelse i ligning /1. Ikke lgsbart.
122 — 32y =48
c)
152 4+ 40y = 96
12 —32 _ )
= 12-40 — (—32) - 15 = 960. Entydig lgsning.
15 40
48 —32
96 40 48 - 40 + 32 - 96
T = = =5.2
12 —32 960
15 40
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12 48
15 96 12.96—48-15

12 —32 960
15 40
d)
or—2y+z=1
y+2z=0
r+6y—z=4
5 =2 1
11 0 1 0 1
0 1 1 =5 _(_2). +1-
6 —1 1 -1 1 6
1 6 —1
= —35 — 2 — 1= —38. Entydig lgsning. Lgser da ved Cramers regel.
1 -2 1
0 1 1
46 -1 1-(—1—6)+20—-4)+0—-4 —19
5 _9 1 —38 —38
0 1 1
1 6 -1
5 1 1
0 0 1
)= 14 -1 _5-(—4)—1~(—1)+1-o_—19_05
5 _9 1 —38 —38
0 1 1
1 6 -1
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0 1 0
1 6 4 5:4+2-041-(-1 19
. _ 5204l 1,
5 9 1 —38 —38
0 1 1
1 6 —1
€)
x4+ 2y — 2=
r—4y+z =
o + 2y =1
3 2 -1
—4 1 1 1 1 —4
1 —4 1 =3- —2- —1-
2 0 5 0 5 2
5 2 0
=3-(-2)—2-(-5)—1-22=—-18 # 0, dvs entydig lgsning. Cramers regel:
1 2 -1
3 —4 1
12 0 1-(-2)—2-(-1)—=1-10 —-10 5
T = — — = —
3 9 1 —18 —-18 9
1 -4 1
5 2 0
3 1 -1
1 3 1
B N O Y VR SR S C NI
3 9 1 —18 —18 9
1 -4 1
5 2 0
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—18

1
-4 3

3 2
1

1

1
-4 3

3 2
1

1

5 2
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