Oppgave 05.01.

sinn
a) Tallfelgen { — } konvergerer mot 0. Dette folger av sandwich-teoremet for-
n
di
sinn
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S|~
S
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der—%—»Oog%—»Onérn—»oo.
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b) Tallfelgen {(—1)"e~"} konvergerer mot null fordi e™" — 0 nér n — oo.

c) Dersom tallfolgen {a,} konvergerer, m& den konvergere mot et tall a = 0 gitt
ved a =v1+ a. Detvil si,

a?=1+a
a’-a-1=0

Lo 1EVIHd 1445
S22

der bare + foran rottegnet er mulig nar a > 0. Legg spesielt merke til at a®> = 1+a.

Det gjenstar & vise at {a,} konvergerer. Det er nok 4 vise at {a,} er begrenset og
avtakende. Vi har:

1+v5
l.ay=V1+3=vV4=2<ay=30ga,>a= 5
2.Antaata, >a.Daerayy1 =v1+a,>vV1+a=va =aogan =v1+a,<
ay, fordi 1+ a, < a2 nér a, > a, noe vi ser ved & studere f(x) = 1 +x— x?: vi vet at
f(a)=0.Siden f'/x) =1-2x<0for x> a, er f(x) < f(a) =0 for x > a.

At {a,} er begrenset og avtakende folger derfor ved induksjon.

1+v5

Konklusjon: tallfslgen konvergerer mot a = 7




1/n

Inn
d) Det er nok & vise at grenseverdien lim In(n"'") = lim — eksisterer. Og det
n—oo n—oo n

1
gjor den. Vi ser for eksempel ved hjelp av UHopitals regel at r}im % =0. Altsa
—00

konvergerer tallfalgen mot e° = 1.



Oppgave 05.02.

1
Faktoren for rekken er r = — = ——. De to neste leddene er derfor

I



Oppgave 05.03.

1/16 !
a) Faktoren for rekken er r = T8 -3 Det forste leddet er naturligvis a = e

Summen av rekken er derfor

1/8 1 1

T1-r 8-(1/2) 4
Summen av de n forste leddene er

L _a-r™ _11-1/2") 1-1/2"
C1-r  81-1/2) 4 '

Sp=a+ar+---+ar"”

slik at
o g 1 o1-1/2" 1/2" 1
"y 4 4 ont2

Kravet |S— S;| < 0.01 holder derfor for

<0.01

2n+2
]' < 2n+2
0.01
22 5100
In100

n+2>log,100=
82 In2

~ 6.64,

det vil si for n = ng =5.

—1/3%

b) Faktoren for rekken er r = ———
1/35

1 1
=3 Det forste leddet er naturligvis a = Pt

Summen av rekken er derfor

1 11
T 1-r 3%1+1/3) 3%*.4 324

Summen av de 7 forste leddene er

po1ad—r"  11-(=1/3)") 1-(=1/3)"

Sp=a+ar+---+ar =
1-r 35(1+1/3) 324

)

slik at
1 1-(-=1/3)" B (=1/3)"

324 324 324




Kravet |S - S;| < 0.01 holder derfor nar

<0.01

324-3"

1
— <3
324-0.01

3">0.3

n

som naturligvis holder for alle n = ny = 1.

P2

c) Faktoren for rekken er r = = sin 1. Det forste leddet er naturligvis a =

sin
sin1. Summen av rekken er derfor

sinl sinl

" 1-r 1-sinl’

Summen av de n forste leddene er

S gt artetar™l a(l-r") (sin1)(1-sin"1)
n= = =

1-r 1-sinl
slik at
S_§. = sinl (sin1)(1-sin"1) sin?*11
"7 1-sinl 1-sinl " 1-sinl’
Kravet |S — S,| < 0.01 holder derfor nar
sin”“
- <0.01
1-sinl

(sin1)"*! <0.01- (1 -sin1)
(n+1)In(sin1) <1n(0.01(1 —sin1))
In(0.01(1 —sin1))

n+l1> - =~ 37.35
In(sin1)

som holder for alle n = ng = 37.

(Husk atsinl < 1, s In(sin1) < 0, og man ma snu ulikhetstegnet n&r man multi-
pliserer en ulikhet med et negativt tall.)



Oppgave 05.04.

a) Rekken konvergerer ganske sakte siden summen er 4, mens vi bare er kommet
til sum 3 etter 4 ha addert de 100 forste leddene. Det er derfor naturlig a gjette at
|r| er neer 1.

b) For & bestemme a og r har vi de to ligningene

a a(l —rl00
e _, al-r7) _

1-r 1-r

3.

Vi setter uttrykket for a/(1 — r) inn i den andre ligningen og far

a(l —r1o
ad-r ) - ) 40— 03
—-r
1_r100_§
4
3 1
00_q_2_2

1/100
Innsattiden forste ligningen viser detata =4(1-r) =4 (1 - (Z) ) =~ 0.055069.



Oppgave 05.05.

a) Vi velger a bruke integraltesten. Det vil si, vi sammenligner rekken med det
uegentlige integralet

T T

-2 =2

= dim ()=

VX

Siden integralet konvergerer, konvergerer ogsa rekken (men til en annen verdi).

o 1 T -1/2
f ——dx= lim 1 32dx = lim
1 x32 T—ooJ1 T—oo| —1/2

1 T—o0

b) Vi velger & bruke integraltesten. Det vil si, vi sammenligner rekken med det
uegentlige integralet

T
T
= lim [5-x“5]1 = lim (5-T”5—5):oo.

1/5

o 1 T
f ——dx= lim xPdx = lim |=—
1 1/5

x4/5 T—ooJ1 T—o0

Siden integralet divergerer, divergerer ogsa rekken.

c) Vi velger & bruke forholdstesten for & teste om rekken konvergerer absolutt:

(—3)”+1/(n+1)!‘ (=3)"*! n! .
= — 0 nar n — oo.

)l | | 3" Dl n+l

Altsa konvergerer rekken.

d) Vi velger & bruke grensesammenligningstesten. Siden

1/n
. n
nl/n 1:
n
der |
. ~ lnn
lim In(z"™) = lim — =0
n—oo n—oo n

ved bruk av Hopitals regel, og derved n'/” — e° = 1 nir n — oo, er det naturlig
& sammenligne med den harmoniske rekken Y 1/7n som divergerer. Vi har

nl/n—l

lim = lim n"/"=1.
n—oo 1/n n—oo



Derfor divergerer ogsa rekken i oppgaven.

e) Siden
n! 1-2---n 1

(n+2)! 1-2-n-(n+D(n+2) (n+Dn+2)
velger vi & bruke grensesammenligningstesten der vi sammenligner med rekken
Y 1/n
1/(n+1)(n+2) n® B 1
1/n? C(n+D(m+2)  A+1/n)(1+2/n)

Siden Y 1/n? konvergerer, konvergerer ogsa rekken i oppgaven (men til en an-
nen verdi).

— 1 nér n— oo.

f) Siden
! ~ ! for store n

Vn+vn+l 2vn ’

er det naturlig 8 sammenligne med rekken >-1/(2n) = % Y 1/n som divergerer:
1 1 1
\/ﬁ+\/m>2\/m2§ for n=2.
Derfor divergerer ogsa rekken i oppgaven.
g) For veldig store n er
n?-3 n? 1

n3+8n2+1 nd3 n’
sa det er naturlig & bruke grensesammenligningstesten der vi sammenligner med
den harmoniske rekken ) 1/n:

. (n*=3) /(P +8n*+1) n®-3n _ 1-3/n?

lim =lim ————=lim ——— =1,

n—oo 1/n n—con3+8n?+1 n—col+8/n+1/n3
Siden den harmoniske rekken divergerer, divergerer ogsa rekken i oppgaven.

h) Vi velger & bruke grensesammenligningstesten der vi sammenligner med den
konvergente rekken Y 1/n%'? (at denne siste rekken konvergerer folger av opp-
gave 05.05a):

L'Hopitals regel viser at denne grenseverdien er lik
1/n . 2yn

lim ————= lim
n—oo1/(2y/n) n—o n
Altsa konvergerer ogsa rekken i oppgaven.

0.



Oppgave 05.06.

a) Vi bruker forst forholdstesten for & sjekke absolutt konvergens:

) (5x)n+1
lim

n—oo (5x) n

= lim |5x| =5|x| <1 for |x|<1/5.
n—oo

Rekken konvergerer altsa absolutt for |x| < é og divergerer for |x| > % Det gjen-
star a kontrollere for x = + % Men for disse verdiene av x har alle leddene i rekken
absoluttverdi 1, sa rekken divergerer.

Konklusjon: rekken konvergerer absolutt for | x| < % og divergerer for |x| = %

b) Vi bruker forst forholdstesten for & sjekke absolutt konvergens:

2

3

x2(n+1) /3n+1

x2n/3n

x2n+2 31’1
x2n ) 3n+1

= lim <1 for |x|< V3.

n—oo

lim
n—o00

Rekken konvergerer altsd absolutt for |x| < v/3 og divergerer for |x| > v/3. Det
gjenstar & kontrollere for x = +v/3. Men for disse verdiene av x har alle leddene i
rekken absoluttverdi 1, sa rekken divergerer.

Konklusjon: rekken konvergerer absolutt for |x| < v/3 og divergerer for |x| = v/3.

c¢) Vi bruker forst forholdstesten for a sjekke absolutt konvergens:

A+ DEOH (D (n+2) (x+12"3  nn+1)
lim = lim .
n—oo (x+ 12" nn+1) n—ool|(x+1)27t! (n+1)(n+2)
n(x+1)>2
= lim ¥ =|x+1|2<1 for [x+1|<1.
n—oo| n+2

Rekken konvergerer altsa absolutt for |x + 1| < 1 og divergerer for |x + 1| > 1. Det
gjenstar a kontrollere for x+1 = +1. For x+1 = 1, alts&, x = 0, har leddene i rekken
formenl/n(n+1) < # Siden Y. 1/n? konvergerer, konvergerer ogsa Y. 1/n(n+1)
(sammenligningstesten).

For x + 1 = —1 har leddene formen —1/n(n + 1), slik at rekken konvergerer abso-
lutt ogsa for denne verdien av x.

Konklusjon: rekken konvergerer absolutt for |x+1| < 1 og divergerer for |x+1| > 1.



d) Vi bruker forst forholdstesten for & sjekke absolutt konvergens:

(x_l)n+1 n

o la-x0"Ym+1)
lim =1li .
x-1D" n+1

=|x—-1/<1 for x€(0,2).
n—00 1-x)"/n n—co

Rekken konvergerer altsa absolutt for |[x— 1| < 1 og divergerer for |[x—1| > 1. Det
gjenstar & kontrollere for x—1 = +1. For x—1 = —1, altsa, x = 0, har leddene i rek-
ken formen (—1)"/n. Rekken konvergerer derfor ved alternerende rekketesten.

For x —1 =1 har leddene formen 1/n, slik at rekken divergerer. Det betyr ogsa at
konvergensen bare er betinget for x = 0.

Konklusjon: rekken konvergerer absolutt for |x—1| < 1, den konvergerer betinget
for x = 0 og divergerer for alle andre verdier av x.



Oppgave 05.07.

a) Rekken konvergerer ved integraltesten fordi

—4/3+1 1T 3
= lim (=377 +3a713) = —

© dx T
f = lim x*3dx = lim =73
a a T—oo a

X33 T-o a T—o0

-4/3+1

for a > 0. La S veere summen av rekken og S;, veere summen av de n forste led-
dene i rekken. Da er

o0 1 3 1
0<S—S, < a1+ xBdx= + = ( +3)<0.01
n= el f,m n+14B m+D3 " m+D3 n+1

for n =30000000 (30 millioner). (Dette ser vi ved a sette inn ulike verdier for n i
uttrykket og kontrollere.)

Det er klart at denne rekken konvergerer fryktelig sakte. Delsummen S3¢000000
vil ta altfor lang tid & beregne, men den skal gjore susen. Et problem er likevel
at avrundingsfeil vil addere seg opp i denne lange summen, s4 man mé bruke
mange nok sikre sifre i mellomregningene.

b) Rekken konvergerer ved alternerende rekketesten. (Den konvergerer faktisk
absolutt ved resultatet i a).) La S veere summen av rekken og S;, veere summen
av de n forste leddene i rekken. Da er

IS= Syl <lans1l=m+1)~43<0.01
1
n+1)*3> — =100
0.01
n+1>100%*x~31.6,

slik at n = 31 vil veere stor nok. Det vil si S = S3; = —0.7479 med onsket noyaktig-
het. (Faktisk, siden det siste leddet i S5 er negativt, er S > Ss.)

c) Rekken konvergerer ved alternerende rekke testen.

La S veere summen av rekken og S,, veere summen av leddene i rekken opp til og
med leddet (-1)"/(n®Inn). Daer
1
S-Sul=la = <0.01
IS =Snl<lanal= G nm+ D
nar n = 7. (Dette ser vi ved a sette inn ulike verdier for n i utrrykket og kontrolle-
re.) Derfor er

1 1 . 1 1 . 1
22ln2 32In3 42ln4 52In5 62In6 72In7
med onsket ngyaktighet.

Sx S, = ~0.2848




Oppgave 05.08.

a) Dette er en geometrisk rekke med faktor r = —x?. Den konvergerer derfor for
| - x?| < 1, altsa for |x| < 1, med verdi

B forste ledd B 1 1
~ 1-—faktoren 1-(-x2) 1+x2

fx

b) Vi har

1
> dt=arctan x
o 1+¢

X
:f (1-2+t* =15+ )dt
0

X X X X
:/ ldt—f tzdt+f t4dt—[ Sdt+--
0 0 0 0

x3 x5 7

=x—-—+——-—"—+-.. for|x|<1.
3 5 7

Denne rekken har riktig form. Altsa er det Taylorrekken til arctan x om origo.



Oppgave 05.09.

a) Siden
. B OB K
sinx=x——+——-—+--- forallex,
31 5 7
er 6 10 14
. x° x X
sinx?=x*>-"—4+"—-"— ... for alle x,
3! 5! 7!
og derved

1 1 6 .10 14
x°  x X
fsinxzdx:f (xz——+———+...)dx
0 0 3! 5! 7!

1 1,6 1,10 1,14
=f xzdx—f —dx+f —dx—f —dx+--
0 o 3! 9 5! o 7!

3 7 11 15 1

X X X X
= | —— + — + ...
3 3.7 511 7!-15 0
1 1 1 1 X -n"
= - — —+ — +.:Z ( ) .
3 3.7 51.11 71-15 = 2n+1)!-(4n+3)

b) Rekken i a) er en alternerende rekke med monotont avtagende ledd. Ved al-
ternerende rekketesten gjelder derfor at

1
2n+1)!-(4n+3)

1
f sin x? dx—S,| <lanl =
0

der
1

2n+1)!-(4n+3)

<0.002

1
2n+1)!-(4n+3)> ——=500
0.002

som holder for alle n = 2. Det vil si,

o, 1 1 1 1 13
sinx*dx~—-—-—=—-——-—=—=0.3095
0 3 3.7 3 42 42

med den gnskede ngyaktigheten.



Oppgave 05.10.

La
x 1
fx) = Zx"z— for |x| < 1.
n=0 I-x

Vi skal manipulere denne rekken slik at vi far rekken i oppgaven. For & fa en
faktor (n + 1) i nevnerne pa leddene i rekken, integrerer vi rekken:

X X dt X
fof(r)dr_fo :—[—lnll—tl]o——ln(l—x)

o0 X 00 xn+1
=Y | "dr=) for |x| < 1.
n=070 n=on+1

For 4 fa en faktor n i tellerne pa leddene i rekken, vil vi derivere rekken. Proble-
met er at det gir en faktor (n + 1). Derfor dividerer vi forst rekken med x. Dette
krever at x # 0, sa la oss forutsette dette for gyeblikket:

for0<|x| < 1.

Na kan vi derivere rekken:

—In(1-x) 1 In(1 - o px1
( n( x)) = + n{ - x) =) nx for0<|x|<1.
X x(1-x) x? = n+l

For 4 fa rekken i oppgaven, trenger vi nd bare & multiplisere med x:

1 In(1-x) 1 In(1-x)
+ = +

e nxl’l
Z =x-( 5 for0<|x|<1.
—oh+1 x(1—x) X 1—-x X

Diskontinuiteten pé heyre side er hevbar. Rekken konvergerer derfor mot

1 In(1-x)
_+—

Fx)=<{1-x
0 for x=0.

for0<|x| <1,



Oppgave 05.11.

Vinkelen ZBAC er felles for alle trekantene. Derfor er den ene kateten dobbelt
sa stor som den andre for alle trekantene. La trekant nummer » ha kateter a,, og
2ay. Da er arealet av denne trekanten a2, og vi soker summen

2a
n

Figuren over viser trekant nummer n og delestreken som gir oss trekant nummer

(n+1) til venstre. Hypotenusen i trekant nummer 7 er \/ (2a,)? + a2 = a, /5, slik
at arealet av trekant nummer n er

1
61,21 = E(an\/g) *An+1,

det vil si,

Derved er




Oppgave 05.12.

a) Vi velger a bruke Taylorrekken til f(x) = e* om origo:

o xn x x* i
ef=) —=1+—=+—=—+—+--- forallex
=l 1 21 3l
som gir
x 1 1 1
f(l)ze:n;()_': F+2_!+§

La P (1) veere summen av de forste k+1 leddene. Ifplge Taylors restleddsskranke,
er

If(1) = Pr(1)| < der | f**V ()| < My for alle x mellom 0 og 1.

My
(k+1)!

Siden f® (x) = e* for alle k, kan vi bruke M, = e for alle k. Derved er

|f(1) = Pr(1)] < <0.01 for (k+1)!> ﬁ = 100e,

e
(k+1)!
noe som holder for k = 5. Altsa er

1 1 1 1 1 1 1 1 1 163
exl+—4+—-—4+—+—+—=24+-+-+—+—=—=2.17167.
120 3t 4! 5! 2 6 24 120 60

b) Vi velger a bruke Taylorrekken til f(x) = arctan x om origo:

) | x2n+l BB K
arctanx=Z(—1) =X-—+———+--- for —1<x<1
=0 2n+1 3 5 7
som gir
X (- 1)" 1 1 1
1 1-—+-—=+
ry= Z‘ 2n+1 3 5 7
Dette er en alternerende rekke. Ved alternerende rekketesten gjelder
ko (-pn 1 1
fm-3 < =
n=o2n+1| 2(k+1)+1 2k+3

som er < 0.05 nar 2k +3) > 1/0.05 = 20. Vi kan derfor bruke

1,111 1.1 1 1 1 1_ 1757173
Rlomdmm b m b ——+ — — " ~0.808
375 79 11 13 15 17 19 21 14549535

arctanl =

4>|=|



med onsket noyaktighet.

c) Vi velger for eksempel & bruke Taylorrekken til g(x) = In(1 + x) om origo:

2 x3 4

& x" X X
nQ+x)=Y D" —=x-"+=-"+-+ for —1<x<1
=1 n 2 3 4

som gir

(_1)n+1(1/3)n
n

_1)}’l+1 1 1

_f( _1 +
& 3m.p 3 32,2 33.30

f4/3) = ln;—l =g1/3)=)
n=1

Dette er en alternerende rekke. Ved alternerende rekketesten gjelder

k (_1)n+1 1

1/3) - <
gl/3) ,,;0 3"n 3k+1(k+1)

som er < 0.02 nar 3K*1(k + 1) > 1/0.02 = 50, noe som holder for k + 1 = 3. (Dette
ser vi ved proving og feiling.) Vi kan derfor bruke

41 1 1 1 5
o= ——=——— = 2027778
373 32.2 3 18 18

med gnsket ngyaktighet.
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