Oppgave 08.01.

/

Vi ser av figuren at omradet D ligger i tredje kvadrant. (Det er det eneste av de
fire delomradene som er begrenset.) Vi velger a integrere kolonnevis. For en gitt

x vil da y ga fra kurven y = x2 til linjen y = 0. For & fi med alle slike kolonner i
omradet, mé x ga fra —2 til 0. Arealet er derfor

0 0 0 0
A:ff dA:f [ dydx:f [y] ,dx
D =—2Jy=x% -2 y=x
0 410
:f (—x*)dx = _x_] =4.
5 4],
Alternativt kunne vi ha beregnet A ved et vanlig enkeltintegral:

0
A:—f dx=-

-2

0

=4.
-2

x4

(Minus foran integralet fordi areal under x-aksen blir negativt nar vi regner | : fx)dx
dera<b.)



Oppgave 08.02.

y=n/2 151

0.5 .
y=arcsin X

~0.5

Vi ser av figuren at D ligger i forste kvadrant. Kurven y = sin™! x er det samme
som kurven x = siny for -7 < y < 7. Vi integrerer derfor linjevis. For en gitt y vil
da x gé fralinjen x = 0 til kurven x = sin y. For & f med alle slike linjer i omrédet,
ma y gd fra 0 til 7/2. Derfor kan et dobbelintegral over D skrives som

/2 smy
ff -dA= f f -dxdy.
y=0 Jx=

Massen til platen er derved

m/2 psiny smy
m= ff dm= fnydA f f 2ydxdy= f [ny]
y= X=

T

n/2

_2/0 ysinydy = 2[smy ycosy] (smz—gcosg—(smo 0COSO))=

Tyngdepunktet har koordinater (x,y) gitt ved

w/2 psiny 1 rni2 ) siny 1 rnl2 )
mff xdm=— fy fx x-2ydxdy:§fy:0 [x ¥ x:odyzi | ysin“ydy
/2
1—-cos2y 1[y? (1 V. )n
== ——dy=>|Z—[=cos2y+Zsin2
2[0 y 5 y 4[2 7 €082y + 5 sin2y

? 1 1 72 +4
— —|-=40---0]| =
8 4 4 32

y=0

1
4




og

1 1 m/2 psiny 1 /2 )
T = dm:-f 2vdxd :_f 2v%x
y mey 2 y:() x=0 y y y 2 y:O [ y

/2

siny

/2
dy=f y*sinydy
0

x=0

= [2ysiny+(2—y2)cosy :Z-g-1+0—(0+(2—0)-1):n—2.

y=0



Oppgave 08.03.

Figuren viser kurven r = 2 + cos8, og derved omradet D. Antall mennesker som

bor pa D er
P= (x, )dA=500/f x2+y2dA.
ffo y D\/ y

For & beregne dette dobbelintegralet, velger vi 4 integrere i polarkoordinater:

2w 2+cosf 2w 2+cosf
P:500f \/x2+y2rdrd9:500f r-rdrdf
0= = 0=

0Jr=0 0Jr=0
o r3 2+cosf 500 27
=500f [— do="— | (@2+cos0)3do
=01 3 lr=0 3 Jo
500 27
=T (8+120059+600320+00539)d9
0=0
500 (27 500 (27
=— (8+6c0329)d9:—f (8+3(1+cos20))db
3 Jo 3 Jo
500 [27 11000
=20 a0 = z
3 Jo 3

(Husk at 2" cosfdf = [Z" cos®0dO = [*" cos20d6 =0. )



Oppgave 08.04.

Platen er en sirkelskive med sentrum i (%,0) og radius % La oss kalle den D. Vi
trenger 4 bestemme avstanden d mellom aksen y = x og et vilkarlig punkt P(a, b)
i D. Dette kan gjores pa flere mater, for eksempel:

Metode 1:

Trekk linjen gjennom P vinkelrett pd aksen y = x, ogla Q betegne skjaeringspunk-
tet mellom denne linjen og aksen. Da er lengden av linjestykket PQ lik den sokte
avstanden d. Siden denne linjen gjennom P og Q stér vinkelrett pa linjen y = x,
har den stigningstall —1/1 = -1, og derved ligning

y=b—-(x—a)=a+b—x.

(Husk: hvis to linjer stdr normalt pa hverandre, har de stigningstall m; og m, der
mymy = —1eller m; =0 0g my =00.)

Skjeeringspunktet Q har derfor koordinater (x, y) gitt ved y = x = a+ b—x, det vil
si, y=x=(a+ b)/2. Lengden av PQ er derfor

d# S ()
R

Metode 2: Aksen y = x kan parametriseres ved

r=r(t)=0+wt for —co<t<oo derw={(1,1).

Avstanden mellom et punkt P = (a, b, ¢) og en linje r = r(#) = up + vt i rommet er

P-
d= |(P —up) x VI.
v
(Se for eksempel side 196 i Kort og Godt-boken.) Siden kryssproduktet bare er
definert for vektorer med tre komponenter, skriver vi vare vektorer som P =
(a, b,0),uy =(0,0,0) ogv=<(1,1,0). Avstanden mellom punktet og aksen er da

_IP-0)xv| _[{a,b,0)x(1,1,0)|

d
' V2
der
i j k
(a,b,0) x{(1,1,00=|a b O0|=k(a-Db).
1 1 O




la— bl
7

Altsé er avstanden lik d =

La D vaere omradet innenfor den gitte kurven (som er en sirkel med sentrum i
(%, 0) og radius %). Da er det sokte treghetsmomentet

|x — y|) f fcose (x— y)2 . .
= dA.
ffD( \/E =—n/2Jr v y

(Vibemerker at cos = 0 for alle § € -7, 7].) For vi gjennomforer integrasjonen,
ma vi uttrykke integranden i polarkoordinater. Siden x = r cosf og y = rsinf, er

x-p2=x*-2xy+y*=x*+yH) -2xy=r*-2r’cosfsinb,

§(x,y)=v/x2+y*=r.

Derved er
cos9
f [ —2r%cosfsin@)-r-rdrd6
O=—n/2Jr=

5 cosf
1- ZCosesmH)—] do
r=0

a z O0=—m/2
1 /2
=— (1-2cosOsin6)cos’ 0 do
10 Jo=-n/2
1 /2 1 /2
=— cos’0do — —f cos®0sind do
10 Jo=—n2 6=—7/2
1 (72 1[ cos’9]™?
= — (cos®0)?cosOdl — = |- ]
10 J-7/2 5 —7/2
1 /2
:—f (1—sin29)2C089d6+0
0J-n/2
1 /2
=— (1-2sin”6 +sin*0) cosO do
10 J—z/2
. sin3@ sin%9]™"? 8
— |sinf —2 + =—.
3 5 |_ .0 75




Oppgave 08.05.

a) Beholderen star pa xy-planet (fordi 0 < z < (5— x + y) for alle (x,y) pa og
innenfor sirkelen x? + y? = 4. Bunnen B av beholderen er sirkelskiven x> + y? < 4
i xy-planet.

Svar 1: Vi velger & integrere i kartesiske koordinater over bunnen B. Volumet er
da gitt ved

Va-x2
ff(S x+y)dA= f f (5—x+y)dydx
=—2Jy=—va-x2

V4-x2? 2
((5—x)(\/4—x2+ \/4—x2)+0)dx
2

2

G-x)y+—
x——2 Y 2

Y= VI _f—

2
:10[ \/4—x2dx—2f xV4-x2dx
-2 -2

der f_22 V4 — x? dx erlik arealet av halvsirkelskiven 0 < y < V4 — x2, altsé %-n-zz =
27, og det siste integralet er lik null (odde integrand). Altsé er

V=10-27 =20m.
Svar 2: Vi velger & integrere i polarkoordinater over bunnen B:
27
=f f (5—rcosO+rsinf)-rdodr.
r=0J0=

Siden [ cos0d6 = [2"sinf d =0, er derved

2

2 p2m 2 2
:f f 5rd8dr:f 10mrdr =10 —] =207.
r=0J6=0 0 2 ]o

b) Gjennomsnittstemperaturen er

5—x+y
:—fff (80— X2+ y? +—)dsz
z= 2

5—x+y
dA

(80— X2+ y? ——)z+—
207 z=0

(5-x+y)?
_ 2 _ - = - J7
2071[[ ((80 \/ X2+ y? )(5 xX+y)+ 2 dA.



Vi velger & beregne dette dobbelintegralet i polarkoordinater:

— 1 [2 [om 5 5—rcosf + rsinf)?
T:—f f (80—r——)(5—rcos0+rsin9)+( ) )rd@dr
207[ r=0J0=0 2 4
1 [2 2 5 25+ 12 —107rcosf + 10rsinf —2r2 cosf sinf
- 80—r—=|5+ rdodr
207 Jr=0Jo=0 2 4
1 (2 [ 25\ 25+r?
:—f f (400—5r——)+ )rd@dr
207[ r=0J0=0 2 4
21 (2 , 25 25 r3 4651
=— 400r —=5r°— —r+—r+—|dr=——.
207 Jr=o 2 4 4 60




Oppgave 08.06.

21

x=y"2

x=4

0.54

& er et dobbelintegral over omradet D vist pa figuren over. Siden " ikke har en
elementeer antiderivert, bytter vi integrasjonsrekkefolgen:

4 pvE, 4
j:f ye' dydx:f
x=0Jy=0 0

Substitusjonen u = x? gir du = 2x dx, slik at

X du 1 1
f—exzdxzfe”—=—e“+C=—ex2+C,
2 4 4

2 VX 4 ,
y—exz dx:f fexz dx.
2 0o 2

y=0

4
og derved
1 21" 1
I=|=e" =—(e'%-1).
4 |, 4




Oppgave 08.07.

Vi ma forst identifisere integrasjonsomradet D for dobbelintegralet .#. Vi ser at
ved & kvadrere pa begge sider av

y=+V2x—x?

far vi en annegradskurve, altsa et kjeglesnitt:

y2=2x—x2

yr=—(x*-2x+1)+1

(Jc—1)2+y2 =1.
D er altsé sirkelskiven med sentrum i (1,0) og radius 1. Ved omgjering til po-
larkoordinater, bruker vi at x = r cos6 og y = rsin#, slik at

y2 =2x-x*
r?sin®0 = 2r cosf — r® cos’ 0

r? =2rcosf

r =2cos6.

0.8 r=2 cos 6

0.6

0.4+

0.2

——
02 04 06 08 10 12 14 16 18
0.2 x

0.4
0.6

-0.84

Derved er
/2 2cos0 /2 2cos0 /2 800839
sz f rdAzf f r-rdrdf = do
=—n/2Jr=0 =—n/2Jr=0 0=—ni2 3
g (72 8 sind01"% 32
:—[ (1-sin’0)cosH dO = — [sin@— =—.
3 Jo=—n/2 3 3 —-7/2 9




Oppgave 08.08.

Volumet av pyramiden er

1 1 2
V= g(grunnﬂate) - (hoyde) = 3 a’-2a= 3 as.

Vi legger pyramiden inn i et koordinatsystem slik at grunnflaten star pa xy-
planet med midtpunktet i origo og sidene parallelle med koordinataksene, og
spissen ligger pa den positive z-aksen. Symmetrien til T viser at tyngdepunktet
(x, 7, z) ligger pa z-aksen. Det vil si, X =y = 0. Det gjenstar a beregne

2= [[f zav

Et tverrsnitt av pyramiden parallelt med xy-planetiheyde z € (0,2a), er et kvadrat
med side b(z) der formlike trekanter viser at

b 1 2a—
@ _a_ 1 dikat b =29"%
2a—z 2a 2

En skive i hoyde z har derfor volum

20— 2
AV = b2’ dz = % dz,

slik at

_ 1 (%@ (2a-2)? 3 [2a
§6l z=0 4 8a’ Jo

(4a’z-4az*+720)dz

2a 3

32 a
== (8a4——a4+4a4 ==
0 8a 3

4 z*
20’722 — —az®+ =
3 4

8ad




Oppgave 08.09.

Grafentilz = x

2

er en parabolsk sylinderflate parallell med y-aksen. (I xz-planet

er z = x> en parabel med akse langs den positive z-aksen. Siden y ikke inngar i
ligningen, er det ingen restriksjoner pé y. Nar vi trekker parabelen parallelt med
y-aksen, fremkommer derfor flaten z = x?2.)

Grafen til z = y? er en parabolsk sylinderflate parallell med x-aksen. (I yz-planet
er z = x> en parabel med akse langs den positive z-aksen. Siden x ikke inngar i
ligningen, er det ingen restriksjoner pa x. Nar vi trekker parabelen parallelt med
x-aksen, fremkommer derfor flaten z = y2.)

111

y

11

v

k‘

For & identifisere flaten z = min{x?, y?}, ser vi
forst at x> = y? pa de to linjene y = x og y =
—x. Disse to linjene deler x y-planet i 4 sektorer.
Vi nummerer disse med romertall som vist pa
figuren. I sektorene I og I1I er det sylinderen
z = y? som ligger lavest, mens i sektorene I1 og
IV er det z = x? som ligger lavest.

For & se hvor langt ut fra origo projeksjonen av
T ned i xy-planet nar, ser vi pa skjeringskur-
vene mellom de parabolske sylinderne og plan-

et z = 4. Projeksjonen av disse skjeringskurvene ned i xy-planet er gitt ved

x> =4 og y2=4.

Altsa er projeksjonen av T et kvadrat
som vist pa figuren. Pa grunn av sym-

I1I

I1

metrien, er volumet av T lik 8 ganger
volumet av den delen av T som ligger
over ovre halvdel B av sektor I. I sek-
tor I ermin{x?, y?} = y%. Volumet av T
er derfor gitt ved

v

4
voof[ [ azas
BJz=y?




Det vil si,

2 X 4 2 X 2
V=8f f f dzdydszf f (4—y2)dydx=8f
x=0Jy=0Jz=y? x=0Jy=0 x=0

8 [2 8 2
—f (12x - x3)dx ==
3Jo 3

y3

X
4y — —] dx
y=0

3

4
6x2—x—
4

_ 160

o 3




Oppgave 08.10.

Flaten S; gittved z =

(x—1)?+y? er en rotasjonsparaboloide som apner oppover,

med akse parallell med z-aksen og bunnpunkti (1,0,0) pa x-aksen.

Flaten S, gitt ved z = 10—

(x+1)2%- y2 er en rotasjonsparaboloide som dpner

nedover, med akse parallell med z-aksen og topppunkt i (-1,0,0) pa x-aksen.

Det er klart at T ligger mellom disse flatene, slik at ,bunnen” ligger pa S; og

slokket” pa S,.

I

Projeksjonen B av T ned i xy-planet, er
begrenset av projeksjonen til skjeeringskur-
ven mellom S; og S». Denne projeksjo-
nen er gitt ved:

x-1)2+y*=10-(x+1)2—y?
x2—2x+1+y2:10—)52—2x—2—y2
2x2+2y° =8
x*+y* =22

B er altsa en sirkelskive med sentrum i
origo og radius 2. Massen til T er

m:[ff dm:fff 6(x,y,2)dV
T T
:ff (x*+yHav.
T

Vi velger a integrere sgylevis i sylinderkoordinater. Det vil si, B deles ved r =

konstant og 8 = konstant, og vi far

=l

(x2 + yz)dz dA

f f 2+ (10 G+ D2 = 2 - (x= 1P - 2)dA.
r=0J0=

For vi fortsetter med integrasjonen, ma vi skrive integranden i polarkoordinater:

(x?+ %) (10
=r?(10-2x2 —2y2

—x2—2x—1—y2—x2+2x—1—y2)
:2r2(4—x2—y2) =2r’(4—-r?).



Massen er derved

2

2 21
mzf f 2r2(4—r2)rd0dr=f am(4rs —rd)dr
r=0J6=0 r=0

i |t rﬁr A (16 32) 647
=47 - — =47 _— = —.
6 I 3

3




Oppgave 08.11.

Avstanden mellom et punkt (a, b, ¢) i T og z-aksen, er d = V a? + b?. Treghetsmo-
mentet er derved

Iz:ff dzdmszf (x2+y2)5(x,y,z)dvsz (x2+y2)r2dv,
T T ’

Vi velger 4 integrere i kulekoordinater. Da ma integranden gjores om til kuleko-
ordinater og dV skrives p?sing dp dg d6. Siden x> + y*> = r? = p?sin® ¢, er

2n pm 1-cos¢g
Iz:f f / psint - p?singpdp de do
0=0J¢p=0Jp=0
b/

= Zn/ sin®
=0 p=0

Substitusjonen u =1 —cos¢ viser at du = sing@ d og

7 11-cosg
7 ]

2z (7 2 82 7
:7fo (1 -cos“g)“-sing-(1—cos)’ dg.

1- cosz(p =(1-cosp)(1+cosy)=ul2-u),
slik at

f(l—cosz<p)2(1—cos<p)7sin<pd<p=fu2(2—u)2u7du=f(4—4u+ uHu’du
2 4 1
=f(4u9—4u10+u11)du=—ulo——u“+—u12+C.
5 11 12

Derved er

2m |2 0 4 n, 1 12]”
I,=—|=(1-cos ——(1-cos + —(1-cos
2= [5( ) 11( ¥) 12( ) o

27 (2 4 1 21 204871
=_( ol0 _ % o1, & ol2| _ _

7 \5 11 12 1155 1155 °



Oppgave 08.12.

Arealet av S er gitt ved flateintegralet

4= [[ ao

For & beregne et slikt integral, ma vi parametrisere flaten S.

a) Vi velger 4 parametrisere S ved
x=x, y=y, z=fxy)=x+y

for (x,y) i kvadratet D gittved -1<x<1,-1<y<1.Daer

r(x,y) ={x,5, f(x,)) 08 ryxr,= =—fxi-fyi+k

— O e

i
1
0

k
fx
fy

slik at
do=\/1+f2+ f2dxdy=v1+1+1dxdy=V3dxdy.

Arealet A av S er derfor

A:ff dU:ff V3dxdy = v/3(arealet av D) = 4V/3.
S D

b) Vi velger 4 beskrive S i sylinderkoordinater:
x=rcosh, y=rsinh, z=x*+y*=r*=g(r,0)
for (r,0) e Dgittved0<r < V2,0<0 <271 Daer

r(r,0) = (rcos#@, rsing, g(r,0))

0g
i j k
r.xrg=| cosf sinf gr|=(gpsinf—g,rcosO)i—(ggpcosO+g,rsin@)j+rk
—rsinf rcosf g

slik at (etter litt regning)

do =r,xxgldrdd = \/r?>+r2gi+ gidrdf =V r2+4r2+0drdf = V1+4r’rdrdo.



Arealet A av S er derfor

\/E 21 \/é
A:f[da:ff \/1+4r2rdrd9:[ f \/1+4r2rd9dr=2nf V1+4ar2rdr.
§ b r=0 Jg=0 0

Substitusjonen u = 1 +4r? gir s at

12
(1+4r232 ]

3
8-3

1+8)32 o9g
=oar— =
12 2

A=2m

c) Med f(x,y) = coshx og formelen for do fra punkt a) over, er

do = \/1+f)§+ffdxdy: V1+sinh? xdxdy = coshxdxdy,
slik at

2 2 2
A=ff d0=f f coshxdydx=2[sinhx] =2sinh?2.
S x=0Jy=0 0



