Oppgave 04.01.

a) For y = V4 — x2 gjelder ogsa at y* = 4— x. Tolker vi integralet som et areal un-
derkurven y = f(x), er det altsa arealet under halvsirkelen x?+ y* = 22, Integralet
har derfor verdi 1 - - 2% = 2.

b) Vi tolker integralet som areal med fortegn av omradet mellom y = f(x) og
x-aksenfor -2=<x=<2.

0.5

-0.5

Som det fremgar av figuren blir dette lik

— (arealet av en trekant med grunnlinje og heyde lik 2)

+ (arealet av en trekant med grunnlinje og hoyde lik 1)

1 1
+ (arealet av et kvadrat med side 1) = -2 + > +1= —5



Oppgave 04.02.

a) Integralet er uegentlig fordi integranden er diskontinuerlig i x = 0.Det er klart
atintegralet er symmetrisk om origo, sa det holder & sjekke om integralet av f(x)
over [0, 2] eksisterer:

2
f In|x|dx = f Inxdx= hm lnxdx— hn(} [xlnx—x]T

= lim, (21n2 P (TlnT— T)) -

Integralet divergerer.

b) Integralet er uegentlig av to &rsaker: integranden har en diskontinuitet i origo
og integrasjonsintervallet er uendelig. Vi deler derfor forst integrasjonsinterval-
let slik at vi bare har ett problem pé hvert delintervall. For eksempel.

| 01 1 ]
f —dx=f —dx+f —dx+f —dx.
-1 X -1 X 0o X 1 X
Integralet eksisterer dersom alle disse tre integralene konvergerer. Vi starter med
det forste av integralene:

01 T
f —dx= lim —dx= lim 5
X

r (-1 -1
= lim (— - —) = —oo.
“1X T—0-J_1 X T—0- 1 T=0-\T?  (=1)?

Altsé divergerer integralet.

c) Integralet er uegentlig av to arsaker: integranden har en diskontinuitet i —m/2
og gar mot uendelig ndr x — n/2. Vi deler derfor forst integrasjonsintervallet slik
at vi bare har ett problem pé hvert delintervall. For eksempel.

/2 —-m/2 0 /2
f tanxdxz/ tanxdx+f tanxdx+f tanxdx.
-7 -7 —7/2 0

Integralet eksisterer dersom alle disse tre integralene konvergerer. Vi starter med
det forste av integralene:

—-/2 T

. sinx

f tanxdx= lim dx
. T—(-7m/2)~ J_z COSX




der substitusjonen u = cos x gir du = —sin xdx og derved

i -1
/smx dxzf—duz—1n|u|+C=—1n|cosx|+C.
COS X u

Derfor er

—/2
f tanxdx= lim (—lnlcos T| +ln|cos(—7r)|) = —o0.
- T—-m/2

Altsa divergerer integralet.

d) Integralet er uegentlig fordi integrasjonsintervallet er uendelig. Vi sjekker om
integralet konvergerer:

00 T T
f e *dx= lim e “dx=lim |- e_x]
In2 T—ooJIn2 T—o0 In2

1 1
= lim (—e_T+e_1“2) =0+—="—.
T—00 elnz 2



Oppgave 04.03.

a)

2 Kl ) 1 2 3 \

Skjeeringspunktet i forste kvadrant mellom de to kurvene har x-koordinat som

tilfredsstiller
sinx =2x/n

x=m/2.
Arealet av omradet er derfor
ni2 2 ni2 ) 02
A= (sinx—2x/m)dx=|—cosx— — =—-cos—— ——+cos0+ —
0 T o 2 b4 /4

T T
—0--+1+0=1-"—.
4 4

b)

Arealet méa bli det samme som i a) fordi figuren er den samme, bare dreiet og
speilet. Dette folger av at de to funksjonene i b) er inverser av funksjonene i a).



c)

Skjeeringspunktet i forste kvadrant mellom de to kurvene har x-koordinat som
tilfredsstiller

xt=2-x?
+x?-2=0

der bare + foran rottegnet gir losning

\/W\/Tm

(Husk vi skal bare ha med den delen som ligger i forste kvadrant.)

Arealet av omradet er derfor

1

=2-

B X 1
0 3

2X————
3 5

1 1
— 2—2_4d — —— =,
0(( x7)—x")dx kT




d

Vi velger & integrere med hensyn pé y.

Skjeeringspunktene mellom de to kurvene har y-koordinater gitt ved

y=2-y
y2+y—2=0
1+vVI+8 -1+3
Y Ty T T

Arealet av omradet er derfor

1 1 J,2 y3
A:f (thyre_xvenstre)dy:f (2_y_y2)dy: [ZJ’____]
-2 -2 2 3]
1 1 ( 8 9
:2————— —4_2+— = -
2 3 2




Oppgave 04.04.

Vi setter gjenstanden pa xy-planet med den rode stripen langs x-aksen fra x =0
til x = 2/2. Vi tenker gjenstanden snittet i skiver normalt pa x-aksen. Gjen-
standen er symmetrisk om snittet ved x = v/2, s vi regner forst volumet av den
venstre halvdelen.

Snittflaten ved x er en likesidet trekant med sider 2x, og derved areal % -2x -

Vv (2x)2 - x2 = x*>/3. (Lag en skisse, si ser du det.) Tykkelsen pa skiven er dx.
Volumet av den venstre halvdelen er derfor

V2 V3 2

V2
f 2V3dx=13 = 2v2=2V6

x3
=0 3

0

Volumet av gjenstanden er derfor V = %x/ﬁ.



Oppgave 04.05.

a)

0.5

Vi velger a bruke sylinderskallmetoden. Det betyr at vi mé dele integrasjonsom-
radet i to deler: [0,1] og [1,2]. (Skjeeringspunktet mellom kurvene y = v/x og

y = 2 — x har x-koordinat gitt ved /x = 2 — x som gir x = 1.) Et punkt (x, y) har
avstand | x| til rotasjonsaksen. Vi far derfor

1 2 1 2
V:f \/}~2nxdx+f (2—x)~2nxdx=2nf x3/2dx+2nf 2x—x*)dx
0 1 0 1

5/211

+27n
0

2_327r

15

3
x
X% - =
3

=27

5/2

b)

Aksen y = —2 gér parallelt med grunnlinjen y = —1iomrédet A. Vivelger & bruke
skivemetoden. Det betyr at vi ma dele integrasjonsomrédet i to deler: [-2,0] og
[0,3]. (Skjeeringspunktet mellom kurvene y = e™* og y = x + 1 har x-koordinat
x =0, og skjeeringspunktet mellom kurvene y = x + 1 og y = —1 har x-koordinat



x = —2.) Alle skivene far et sirkuleert hull i midten med radius 1. Vi far

0 3
V:f n[(2+(x+1))2—12]dx+f n[@+eH?-1%]dx
-2 0

0 3
=7r/ [(x+3)2—1]dx+7rf 4+4e " +e > ~1dx
-2 0

x+32% 1°

+7T
-2

3 -6

(121 3 e
=n|——4e " ——].
0 6 2

e—2x

3x—4e ¥ -

c)

I
N

Aksen y = 2 gar parallelt med x-aksen. Rotasjonsomrédet blir som en smultring
péa heykant. Det naturlige ville vel her veere & bruke Pappus’ forste teorem. Men
la oss integrere for gvelsens skyld. Symmetrien om y-aksen gjor at vi kan finne
volumet av halve omradet (altsé for 0 < x < 2) og sd gange med to. Vi velger &
bruke sylinderskallmetoden. Det betyr at vi integrerer med hensyn pd y. Vi deler
integrasjonsintervallet for y i to deler: [0,1] og [1,2]. Siden et punkt (x, y) har
avstand |2 — y| fra rotasjonsaksen, far vi

1 2
;:fo (\/4—y2—\/1—y2)2n(2—y)dy+fl 4—y2 212~ y)dy

—on( [ [2y/1= -2y 1= - i ey [ [ey/a= - a2 ]

der

2

1
f(az_yZ)dy:g\/az_y2+%arctan\/%+c og fy\/az_yzdy:—g(aZ_y2)3/2+C
as—-y



for a > 0. Derfor er

V=4n

+4r

=4r

+4r

=4r

1 11
\/§+4arctan——0——+§-3\/5—0—(0+0—0—0+§-8——)]

L—y 1 - y? —arctan ———
/4_y2 _ 2 3

2

y\/4— y? +4arctan

3/2
%)

y\/4 - y?+4arctan ——— + — (4 y

\/4 y?

1

J3 2 3

T 1 1
0+4-§+0—(\/§+4arctan—+5-33/2)]

V3
2 7w 8 1
\/§+?__+\/§_§+3+2 \/§———\/") 27 (37— 14/3).

1

0



Oppgave 04.06.

En partisjon avradien fra 0 til 4 deler bassenget opp i sylinderskall. Mengde vann
er derfor

r2 4t 32) 807

4 4 3
V=f d(r)-2nr-dr=2nf (Sr—r—)dr=2n 3———] dr=2n(24——
0 0 6 2 24/, 3

Benevningen er m3.



Oppgave 04.07.
a) Gjennomsnittsverdien for f(x) er
(Inx)21®
2

1 8lnx 1

Fo_Lt [hx,

8—elJe x 8—e

5 2
_ 1 ((ln8) _(ne) ) 1 (9(n2)*-1)
e 8-—e 2 2 16-2e

der vi har brukt substitusjonen u = In x.

b) Gjennomsnittsverdien for f(x) er (ved delvis integrasjon)

— 1 r4 e2 4 62 4
f:—f xez_xdx:—f xe_xdx:—([—xe_x] +[
4 Jo 4 Jo 4 0 Jo

4 o2 o5
e_xdx) =7 (—46_4 —ett eo) =

¢) Gjennomsnittsverdien for f(x) er

— 101 1 T /4
f=- dx = [arctanx] =arctanl —arctan0=—-0=—.
1Jo 1+x? 0 4 4

d) Gjennomsnittsverdien for f(x) er
—1n2 1

— 1
f= —In2-(-5) f_s e2X —2e*+1 dx

Substitusjonen u = e* gir du = e*dx = udx. Nar x = -5, er u = e, og nar x =
—In2,eru=e""2=2"1= % Derfor er

— 1 1/2 1 du 1 V2 du 1 12 1 1 1
f= R = —-— + du
5-n2Jes v2-2u+1 u 5-In2Jes (u—12%u 5-In2Jes \u u-1 (u—-1)>2

” 1 112
u—1|_u—1]

2 1

— —_— —_— —_ _1 pum
[Injul-Inju-1-(u-1)7"],5 T Inz

~5-In2 ln|

ed

1 1
1n1+——(—5—ln|e_5—1|— — )]
e”-1

5-In2 1/2

1 _5 1
= 0+2+5+In(1-e77) -
1—e5

(7+1n(1—e‘5)— ! )
5-In2 1—-e5)°

:5—ln2



Oppgave 04.08.

. ., | dy\? / 1
ds= dx2+dy = 1+(a) dx = 1+mdx,

sé lengden av C er gitt ved

/4 /4 1
L= f ds= f \/1+ 1 dx.
x=0 0 Cos* X

Et punkt (x, y) pa C har avstand |x| til y-aksen. Arealet av rotasjonsflaten er der-

for
/4 /4 1
A=f 2n|x|ds=27tf x\/1+ 7 dx.
x=0 0 cos* x

a)

b)

d 2
ds=1\/dx?+dy =\/1+(d—i/) dx=V1+sin’xdx,

sé lengden av C er gitt ved
/2 /2
L:f ds:f V1+sin® xdx.
x=-m/2 -m/2

Et punkt (x, y) pa C har avstand |y —2| = |[cosx — 2| = 2 —cosx til aksen y = 2.
Arealet av rotasjonsflaten er derfor

/2 /2
A:f 2n(2—cosx)ds=f 271(2—cosx)V1+sin? xdx.
X

=—7/2 x=-7/2



Oppgave 04.09.

Massen til staven er

5 5

X

dx=
o 1+x2

_ 1 o1 3 1
m= 21n(1+x) —2(ln(26) lnl)—21n26.

0

Tyngdepunktet X er gitt ved

2(5 —arctanb)
In26

2 5
)dx =— [x—arctanx]o =

_ 1[5 X 2 5 x? 2 5
xX=— x dx= dx = 1- 5
mJy=0 1+ x2 In26 Jo 1+ x2 In26 Jo 1+x In26

Et punkt (x,y) pa staven har avstand |x]| til y-aksen. Treghetsmomentet med
hensyn pa y-aksen for denne staven er derfor gitt ved

5 X 5 43 5 X X 1 >
I=f xz-—dx=f dx:f (x——)dx: [———ln(1+x2)
0 1+x2 o 1+x2 0 1+ x2 2 2

25 1
= ——-In26.
2 2

0



Oppgave 04.10.

Integranden e~ er symmetrisk om x = 0. Derfor er .# = f_ll e dx =29 der
1 2
Iy = f e " dx.
0

For f(x) = e er
fl) = e (—2x),
fla=e* (—20%+e ™ (=2) =¥ (4x? - 2),
) =e ™ (—20@x%-2) +e ¥ -8x=e ¥ (—8x +12x),
F7x) = e (—2x) (=8x3 + 12x) + e (—24x2 +12) = e (16x* — 48x% + 12).
ForO<x<ler
1)) = e |4x? -2 < e® -max{|4 2|, [0-2[} =2 = M
1" (2] = e |16x* — 48x% + 12| < ° (16 — 0+ 12) = 28 = My.

Hyvis vi bruker trapesmetoden med n delintervaller for & beregne .%, er feilen

M,(1-0)3
Fo— Tyl < ————— <0.005
| 0 n| 12”2
nar M )
n? 2 ~33.3, detvilsi, n=V34.

> =
12-0.005 0.06

(Vi ma kreve at feilen er < 0.005, for vi skal jo multiplisere resultatet med 2 etter-
pa.) Vi bruker derfor trapesmetoden med 6 delintervall pa .%:

1
foz Ts = E(y0+2y1+2y2+2y3+2y4+2y5+y6)

der yx = f(k/6) = e~ k136 Det gir Tg = 0.745119, slik at .# = 1.4902 med onsket
noyaktighet.

Hvis vi bruker Simpsons metode med 7 delintervaller for & beregne .%,, (der n er
et partall), er feilen

|- —Sul < M <0.005
180n4
nar
n* My 28 31, detvilsi, n= V31 ~2.4.

> = I~
~180-0.005 180-0.005



Vi bruker derfor Simpsons metode med 4 delintervall pa %:

1
jozsélz

o (Yo +4y1 +2y2+4y3+ y4)

der yr = f(k/4) = e~ k16 Det gir Sy = 0.74682, slik at .# = 1.4937 med onsket
negyaktighet.



Oppgave 04.11.
a) La G(¢) veere en antiderivert til f(t) = e’ . Detvil si, G'(1) = f().Daer
F(x) = G(x*) - G(),

og derved

Fl0)=G (3 2x-G(x) = fF(x3) - 2x - f(x) = 2xe" —e*.

b) La G(t) veere en antiderivert til f(¢) = e’ Det vil si, G'(r) = f(t). Daer
F(x) = G(vx) - G(Inx),
og derved

X (Inx)?

1
2yx

1
2V'x

_f(lnx)l— e e

') = G (V) - nx)- L = . _
F'(x)=G /x) G'(Inx) x_f(\/}) PN -
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