Oppgave 09.01.
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b)

) ox 0(-y)
divF(x,y)=V-F(x,y))=—+——=1-1=0

ivF(x, y) (x,y) ax " oy

i j k
1F(x,y) =V xF(x,y) 0 0 29 i(0-0)-j0-0)+k(0-0)=0
= X =|— _— — | = - - - - = 0.
curl F(x, y X,y ox 8y oz 1 ]
x -y O

c) At curlF(4,4) = 0, betyr at hvis vi lar en partikkel g4 rundt en gang pa en liten
sirkel med sentrum i (4,4), i positiv omlgpsretning, sa er bidraget fra kraftfeltet
til arbeidet cirka lik 0 ganger arealet av omrédet innenfor sirkelen, altsd cirka lik
0. La S veere en slik sirkel. Ser vi pa feltet, motvirker kraftfeltet bevegelsen langs
S ganske sterkt pa en del av S, og bidrar positivt til bevegelsen, men litt svakere,
paresten av S.



Men feltet motvirker bevegelsen pé en kortere del av S og bidrar positivt pa en
lengre del.

Derved kan kraft ganger vei der arbeidet motvirkes, muligvis akkurat oppveie
kraft ganger vei langs delen der arbeidet pahjelpes.

d) Kurven C kan for eksempel parametriseres ved
7

C: x=2cosf, y=2sinf forOsBs2

/2 dr
F-Tds:fF-drzf F-—do
fc C o=0 dO

derr(6) = (2cosf, 2sin6), og derved r'(0) = (—2sinf, 2cosh). Derved er

Derved far vi

/2
fF-Tds:f (x,—y)-(—2sinf, 2cosO)do
C 0=0

/2

:[ (2cos6, —2sinB) - {—2sinf, 2cosb) dO
6=0

/2 /2
=f —83in9cos€d9=—4f sin20d0 = -4
0

—cos26]’”2 3
=0 0

= -4,
2

0

e) Dersom F er et kraftfelt som virker pd P, er [ F-Tds lik kraft ganger vei langs
C. Det vil si, integralet gir bidraget fra kraftfeltet til arbeidet med & flytte par-
tikkelen en gang langs C.



Oppgave 09.02.

a) La D veere sirkelskiven x? + y? < R? pa og innenfor C. Greens Teorem kan ikke
brukes fordi feltet ikke er kontinuerlig derverbart i hele D. Vi har et problem-
punkt i origo der feltet ikke engang er definert. Vi ma derfor beregne linjeinte-

gralet ved &

e parametrisere C:

x=Rcosf, y=Rsinf for 0<6<2m:

er for eksempel en slik parametrisering. Den folger sirkelen, og gar presist

en gang rundt i positiv omlgpsretning.

* skrivelinjeintegralet som et vanlig enkelintegral med 6 som integrasjonsvari-

abel:

2m dr
W:fF-dr:f F-—do
c =0 dO

2n -y X
:f <ﬁ’ ﬁ>-(—Rsin@,RcosB)dG
6=0 \ X“+y° x“+y
2%/ —Rsinf Rcos6O
f R2 ' R2

> -(=Rsin@, RcosB)db
6=0

271 2
= f (sin®6 + cos®0)do = do =2m.
0=0 0=0

b) La D veere omradet pa og innenfor kurven C.

Tilfelle 1: 0 ¢ D.

Da er F kontinuerlig deriverbar i et 4pent omrade som inneholder hele D. Vi kan

derfor bruke Greens teorem. Siden

0 X 0 -y
IF=|—|——|-—|—=—— ||k
cur (6x(x2+y2) 6y(x2+y2))
x2+y? —2x? —(x2+y2)+2y2)
(x2 + y2)2 (x2 + y2)2
x2+y2—2x‘2+x2+y2—2y2
= k:0,
(x2+y2)2

W:/fcurlF-de:[[O'de:fdeA=0.
D D D

er derfor



Tilfelle2: 0 € D.

La R veere sa stor at D ligger helt innenfor sirkelen C i a). La G vaere omradet som
ligger mellom C og C. Da kan vi bruke Greens teorem pa G der F er kontinuerlig
deriverbar. Derfor er

fFTds—ﬁF-Tds:f[ curlF-kdA=0,
c ¢ G

W:j{F-Tds:f F-Tds=2n.
C C

og derved



Oppgave 09.03.

La D vaere omradet pa og innenfor C. C er lukket og stykkevis glatt, og F er kon-
tinuerlig deriverbar i et 4pent omrade som inneholder D. Vi kan derfor bruke
Greens Teorem:

fF-Tds:ff curl F-kd A
C D
0 1 0
f[ (—(xz——_ 5 )——(ZSian—xyz) dA
p\0x 2—sin“y) 0y
b4 sinx
f f (2x—-2xy)dydx
x=0Jy=-sinx
b/
dx

= f 2x
x=0 y=—sinx

/4
:f 2x-2sinxdx.
0

2 ysinx

)7

Ved delvis integrasjon er
fx sinxdx = —xcosx+/cosxdx =—-xcosx+sinx+C.

Derved er
T

fF-Tds:4[—xcosx+sinx o =47
C



Oppgave 09.04.

C er lukket og stykkevis glatt, og F er kontinuerlig deriverbar i et 4pent omréde
som inneholder C og omradet D innenfor C. Vi kan derfor bruke Greens Teorem:

Ve 2 2
fF nds—f[ divFdA= f[ (G(Zx y-—e’) 6(2x y+al;1(1+x )

For & beregne dette dobbelintegralet lager vi en skisse av omradet D i x y-planet:

1.59

057 y=-1+3(x-1)

2 25

-0.5

Vi velger & ,telle” kolonnevis. Det gir

1+x/2 1+x/2
f f (Axy+2x )dydx+f f (4xy+2x*)dydx
x=0Jy=1-2x =—1+3(x-1)

1+x/2 1+x/2
= dx+
=0 =1-2x x=1

l 5 2
f (——x3+10x )dx+f
0 2 1
[ 5,
8

2xy +2x2y

=3x-4

45
- X2 +60x% — 30x) dx

2 40

5
+l-=x*+20x3-15x°

0

1



Oppgave 09.05.

Feltet ser litt komplisert ut, sd la oss prove med Stokes Teorem. Orienteringen av
C stemmer med orientering av n. Derved er:

d):ffG-ndU:ffcurlF-ndU:fF-Tdo.
S S c

Det ble kanskje ikke s mye bedre? Men vi kan bruke Stokes Teorem en gang til.
For kurven C er naturligvis randen til mange flater. Spesielt er den randen til den
plane flaten

B: z=e for x*+y*<4.

Orienteringen til C ma stemme med orienteringen av B. Enhetsnormalen til B
maé derfor veere k. Derved er

CID:fF-Tds:ff curlF-ndJ:ffG-kda
c B B

2n 2
:ff zcos(x2+y2)dA:f f ecosr’-rdrdo
B 0o Jr=0
2

1. .
=2me Esm r? =mesin4

r=0

der vi har integrert i polarkoordinater.



Oppgave 09.06.

a) Siden F = Vf for f(x,y,2) = xy*sinz + yz for alle (x, y, z) € R, folger det at F
er et gradientfelt, og derved et konservativt felt.

b) Kurven C starter i punktet
3 . 1+0
A=10°sin0, 0+In1l, —— | =(0,0,1),
1+0

og ender i punktet

3 . 1 1+1 .
B=(1°sin]l, 1+In—, ——|=(sinl,1-1In2, 1).
2 1+1

Derfor er

fF-Tds: [f(x,y,z)]i:f(sinl, 1-In2,1)- £(0,0,1)
C

= (sin1)(1-1n2)?sin1+(1-In2)-1-0={(1-1n2)sin1}> +1—In2.



Oppgave 09.07.
a) Kraftfeltet F ma ha formen
F(x,y) = M(x, )i+ N(x,»)j

der

dr
d
W:fF-Tds:fF- jﬁ ! dt—fde+Ndy .
c c |4 dt

Det vil si, M(x,y):—y2 ogN(x,y):x ,slikatF(x,y)z—y i+x? j.

b) Vektorfeltet G ma ha formen

G(x,y)=P(x, i+ Q(x,))j

:fG-nds
c

medn LT, |n|=1o0gn-j>0.La (for eksempel)

der

C: y=t, x=t for —2<t<2
veere en parametrisering av C. Da er orienteringen av C ogsa riktig, og
dr dx dy 5
t =(3t,1
ro=2 <¢it dt> G
sikat T = (312,1)/|r'(1)|, og n er enten (1,—3¢2)/|r' (1) eller (—1,3¢%)/|r'(1)].

Vi vet at n skal ha positiv j-komponent (® skal veere fluksen opp over C).

Altsé ern = (~1,32)/|¢'(1)] = (—2¥, 4%) /1’ (1)], slik at

(_dy dx>
@:fpn—iLiL|ﬂundni[Gx—¢%¢w:f—pdy+de:f.
C ¥/ (£)] c c

Derfor ma P(x, y) = —x? og Q(x, y) = —y?, slik at G(x, y) = —x*i— y?j.

c¢) Vi bruker parametriseringen av C som foreslatt i b). Det gir

2 “ﬁydt ,dr?

S = t—)dt—f (L‘ — 3l‘)dl‘

t=—2 dt
1 3 1> 1088
7 5 |, 35



Oppgave 09.08.

a) Projeksjonen er gitt ved

x2+3x+y2:8—x2—5x—y2

2x2+8x+2y* =8
X H4x+4+y =4+4
(x+2°+y*=8

som er en sirkel med sentrum i (—2,0) og radius 2V/2.

b) La D vere sirkelskiven i x y-planet med sentrum i (-2, 0) og radius 2v/2. Vol-
umet til T er da gitt ved

V:[f (Zoppe_znede)dAsz (8_x2—5x—y2—x2_3x_y2)dA
b D

:szD(S—(x+2)2—y2)dA.

Sirkelskiven D kan beskrives ved

D: x=-2+rcosh, y=rsinf for0<O<2m 0<r=<2V2.



Dette er polarkoordinater med polarsenter i (-2,0), sd dA = rdr df, og derved
2n 22
V=2f f (8—r2c0526—rzsin20)rdrd9
0=0Jr=0

2n 22
2/ f 8—r>)rdrdb =4n
0=0Jr=0

T4 2v2
ar’ - —] =64r.
4 r=0

c) La S veere overfaten til T. Ved divergensteoremet er da

<I)=ffF-ndU=ff diVFdV=ff (1+14+1)dV =3V =3-64r=1927.
S T T

d) La S, vaere den delen av overflaten S som ligger pa S,. Vi parametriserer S,,
for eksempel ved

52: xX=x, y=Y z:8—x2—5x—y2 for (x,y) € D.
P& vektorform kan det skrives

So:  r=r(xy) =(x,y,8-x*-5x—y* for (x,y)€D.

Det fundamentale vektorproduktet er da

N=Or L, Or i (]) Zch( 5
= X — = — _
0x 0dy 01 -2y

=i2x+5)-j(-2y)+k-1=(2x+5,2y,1).

N er en normalvektor til S,, med positiv k-komponent. Det vil si, den peker ut av
T. Derfor er n = N/|NJ, og fluksen ut av T gjennom S er

<I)2:ff F-ndU:[f F-EdA:f[ F-NdA
S, p IN| D

F-N=(x+y, x3+y,z+5x)-(2x+5,2y, 1)

der

=(x+))2x+5)+ (x> +y)-2y+@B-x*>-5x—y*) +5x
:2x3y+x2+y2+2xy+5x+5y+8.

For (x, y) € D bruker vi parametriseringen fra b), slik at

F-N=2(-2+ rcosH)3rsin0 +(-2+ rcos@)2 +r?sin®0

+2(=2+rcos@)rsinf +5(—2+rcosf +rsinf) +8

=2r*cos®0sinf — 1213 cos?Osind + r2(1 + 26 cosOsinh) + r(cosO — 15sinH) + 2.



Derved er

c1>2=ff F-NdA
D

2\/5 b3
= f f (24r4 cos®0sinf — 1213 cos?0sin6 + r? (26 cosOsin6 + 1)
r=0 T

+ r(cosf —15sinf) +2) rdodr

2V2 pm
:f (r’+rcos@+2)rdodr
r

=0 J-m
fordi de leddene som er fjernet fra integranden er odde funksjoner av 8, og derfor

bare gir bidrag 0 til 6-integralet. Vi kan ogsa fjerne leddet r cos fra integranden
fordi integralet av cos 6 over et intervall avlengde 27 er lik null. Altsé er

2v2 p2m 2v2 2v2
d)zzf f (r2+2)rd6dr:2nf (r3+2rdr=2n
r=0 JO=0 0

=64r.
r=0

4
.
— 47
4

e) La S; veere den delen av overflaten til T som ligger p4 S;. Da er

D, :fﬁ F-ndo
$1

fluksen av F gjennom S utav T dersom enhetsnormalen n har negativk-komponent.

Vi kan naturligvis beregne ®; pd samme mate som for ®,, men vi har en smartere
maéte:

Fra c) folger det at
D1+ Py =0 =1927.

Derved er
®; =1927 — 647 = 1287.



Oppgave 09.09.

167

147

Siden divF(x, y,2) =1-2y+1=2(1 - y), er det fristende & benytte divergensteo-
remet. Men flaten S er ikke lukket. La derfor L veere den horisontale flaten

L: z=16 forx*+y*<16.

Da fungerer L som et lokk pa ,botten” S.

La T veere omradet mellom S og L (omréadet nede i batten under lokket L). Ved
divergensteoremet er da

ffF-nsd0+ffF-nLdU:fff 21-pyav
S L T

der ns og n; er enhetsnormalene til henholdsvis S og L som peker ut av om-
radet T som er avgrenset av ,betten” og ,lokket”. Det betyr at ng har negativ
k-komponent, og n;, = k. Den sgkte fluksen er derfor

(D:ffF-ndU:—fansdo:ffF-kda—fff 2(1-ydav

S S L T

ffF-kdU:ffzda:ff 16dA=16(-4%) = 16°1 = 2567
L L x2+y2<16

der



og

4 016 27
f[f 2(1—y)dV:f f f 2(1-rsin@)rdbdzdr
T r=0Jz=r? J6=0

4 pl6 4
:f f 2-2nrdzdr=4nf (16—r2)rdr
r=0Jz=r? r=0

_ , 1 4_
=4|8r°—— | =256m.
4 ]

Derved er @ = 0. (Alt renner ut gjennom lokket.)



Oppgave 09.10.

a)
divF(x,y,2)=z—2z+g(x,y,2) +28,(x,1,2) =0

holder bare hvis g + zg, = 0. Det vil si, g(x, y,2) = f(2)- h(x, y) der h er kontin-
uerlig deriverbar og f(z) er en lgsning av differensialligningen

f+zf =o0.

Dette er en separabel differensialligning med lesning f(z) = C/z. Altsd ma g(x, y, 2)

ha formen

h(x,
g(x,y,2) = % for (x,y,2) € T.

b) Ifelge a), ma g(x, y, z) = h(x, y)/z, slik at

i j K
IE( ) = 0 0 0
o ya=1 55 ay 0z

(x+y)z (x-y)z h(xy)
= (hy(x, ) —x+y)i- (he(x,y) —x—y)j+ (z— 2k
Skal dette veere lik —xi— yj, ma hy(x,y) = x og hy(x,y) = —y. Detvil si, h(x,y) =
X -y*+C

(x> =y +Coggx,y,2) =
2z

c) Skal divF = 0 og curlF = 0, folger det av b) at

h(x,
gx,y,2) = % der hy(x,y)=x+y og hy(x,y)=x-y.

Siden h,(x,y) = x+y, ma h(x,y) = x; + yx + @(y) der @(y) er en deriverbar
funksjon. Det gir 1y, (x, y) = x+¢'(y) som er lik x— y nér ¢'(y) = —y, altsa dersom

2
@) = —y? +C.
Det betyr at kravene er oppfylt nar h(x,y) = %(x2 +2yx —y?+ Cy), og derved
X2+2xy—y*+C
2z ’

gx,y,2) =



